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Vorwort 



In den nachfolgenden Blättern gebe ich eine Grund-* 
legung der Variation^-Theorie, die sich von der bisherigen 

Behandluiigsweise dieser "Wissenschaft nicht bloss dem 
Grade, sondern auch der Art nach unterscheidet. Denn 
in ihr ist der Beweis gefühi't, dass Alles, was man fiir 
^enthümliche Varialions - Operation ausgiebt, nichts 
Anderes ist, als totales oder partielles IWerenzial. Wird 
dadurch einerseits die Methode einfacher, leichter und 
natürlicher, so wird auch andererseits das VerständnisS 
der Wahrheit erÖlfnet, und die dem Variations-Calcul 
gebührende, aber im Systeme der Wissenschaft so lange 
Zeit* hindurch schwankend gebliebene Stellung nachge- 
wiesen und befestigt. 

Die Methode, die ich bei Behandlung dieser schwie- 
rigen Probleme gewählt habe, ist die kritisch unter- 
suchende : nie beginnt unscheinbar, wie die im Hochland 
entspringende Quelle; durch Zuflüsse genährt und in 

stetem Wachsthuni begriffen, wird sie endlicli ein be- 
fruchtender Strom, reichlich im Stande, das anfangs 
Fernliegende, scheinbar Unfassbare, zu erfassen und 
zu begreifen. Diese Methode habe ich absiehtljichr ge^ 
wählt, damit Allen, die mit . der Wissenschaft auch nur 
einigermassen vertraut sind, der Zugang zu diesen sonst so 
abstrusen Untersuchungen erleichtert und geebnet yiQvdfif, 

Variation beschäftigt sic)i mit Untersinchung'über 
Maximum und Minimum. Das allgemeine Criteri^m ist, 
dass für sie das erste IHfferen^al der gegebenen Function 
gleich Null wird. Ich weiss wohl, dass ausserdem noch 
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da8 erste Dif^erenzial gleich Unendlich geeetsst und ex- 
perimentirt werden kann, ebenso, dass wenn für die 
gefundenen Werthe aiio][i das zweite Differenzial gleich 
Null wird , die dritten und folgenden Differenzialien unter- 
sucht werden, wie diess die Idee der exacten Theorie 
verlangt« Der Idee nach kann diese auch leicht j fest- 
gehalten werden, um so mehr, .als die daraus fpigendeipt 
OperatiojDen die nämjichen bleiben, wie bei der gewöhn- 
lichen Behandlungsweise des ersten • Dlffer^nzials» hti 
gegenwärtiger Schrift habe ich aber jederzeit das erste 
Differenzial bloss gleich Null gesetzt und demgeniäss 
die Untersuchung fortgeführt, theils um ermüdende Weit- 
läufigkeit zu vermeiden, theils anch^ weil. die wirklidien 
Variations-Probleme dieser Untersuchung schon durch 
das einzige Criteriuni, welches das eröte Differenzial 
gleich Null setzt, vollständig gelost werden. 

Die bei der Unterauehimg gebrauchten Zeichen 
erklaren sich wohl von selbst Für die totalen Dif- 
ferenziaJien sind, wie es gewöhnlich ist, die stehenden 
c{, etc., für die partiellen die geschwungenen 9, 8^ etc. 

gebraucht, so dass z. B. dy den Ausdruisk bedeutet, 

der gefunden wird, wenn z als Function bchebiger Ver- 
änderlicher Qß, ti, «^..) bloss so differenzirt wird, als 
ob y allein veränderlich wäre. Entsprechendes gilt vou 

^da?, d«»i ^^^^ Diese Beaeichnungsart ist 
auch schon von Andern vielfach gebraucht worden. 

AUe übrigen Punkte, die etwa noch zu erörtern sein 
möchten, sind in der Untersuchung selbst hinlängüch 
besprochen und erledigt worden« 

Würztm^gj 6. Januar 1861. 
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Uä>0r Wtun und hhtM da Varialion$'Gdads. 



I 1. 

Die Grundlegung der Theorie der Variations- Rechnung be-: 
ginne ich mit der Aufeahlung ihrer Probleme und der zur Lösung 
derselben unternommenen Versuche, da auch hier wie anderwSvtg 
aus der Entwicklnngsg^aehichte der Wissenachalt am leichtestea^ 
angesehen vnrd, vrü& sie will, und mit welchen Mitteln sie die 
ihr gegenQber stehenden Schwierigkeiten überwindet. Dieser 
Prozess, in welchem sich der Variations-Calcul allmälig zur selb- 
ständigen Wissenschaft ausgebildet hat, ist zwar schon öfter, 
namentlich seit Lagrange, dargestellt worden; doch dürfte eine 
wiederholte Behandlung desselben Gegenstandes nicht überflüssig 
sein, da die Aussprüche über Inhalt, Begriff und Wesen des 
Variations - Calcals bei einigen Schriftstellern dunkel und unbe- 
stimmt, bei andern aber geradem widersprechend sind, so dass die 
Thatsachen selber vorliegen müssen, wenn das Urtheil unbefangen 
imd frei bleiben boU. 

S 2. 

Der \'ariations-Calcul beschäftigt sich , wie bekannt, mit Auf- 
findung von Functionen, die als solche, d. h. für alle Werthe 
der in ihn» enthaltenen Veränderlichen irgend eine gegebene 

1 
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Function m einem Maximum oder Minimum machen, während 
die nn DÜFerenzial-Galeiil vorkommende Theorie des Mftxhnume 
oder Minimums die einseinen Werthe einer Function heraus- 
stellt, welche diese zu einem Maximum Minimiim machen* 

Das Problem über Maxinium Minimuni ist also beiden Wissen- 
scbaftcn. dem Differenzial- und dem Variations-Calcul, gemein- 
schaftlich; was sie beide unterscheidet, das verhält sich so, wie 
sich in der Algebra bestimmte und unbestimmte Gleichungen 
zu einander verhalten. Wenn die ersteren für die unbekannten 
Ghrössen Je nach dem Grade der Gleichungen einen oder mehrere 
bestimmte Wertha liefeni , so geben die unbestimmten Glei&hungen 
unendlich viele und continuirliche Werthe der Unbekannten, oder 
vielmehr eine Endgleichung von wenigstens zwei veränderlichen 
Grössen, d. h. eine Function abhängiger Grössen, die sich mit 
einander ändern, so dass nicht mehr ein einzelner bestimmter 
Werth, soiidorn ein Rypfem unendlich vieler Werthe der Ver- 
änderlichen als Resultat auftritt. Diess lindet nun auch bei den 
Problemen des VariationB-Oalculs statt, während die Maxima 
MimmA Probleme des Differenzial-CiUculs nur einiselne bestimmte 
Werthe der VerihiderKchen geben, gerade wie die bestiumiteii 
Gleichungen der Algebra. 

§ 3. • 

Nun war schun durch Fermat die gewöhnliche Lehre vom 
Grössteii Kleinsten in eine allgemeine IMethode gebracht, auch 
war schon von Leibniz der sichere Algurithnius dos Differenzirens 
für die Behandlung dieser Lehre geschaffen, als Newton ira 
Jahre 1687 ein neues Problem aufstellte, nämlich ^dle Ourre an 
finden 9 die durch die Umdrehung um ihre Axe .emen Kdrpet 
beschreibt, der, wenn er sich in einem flüssigtti Afittel imdi der 
Richtung seiner Axe bewegt, den kleinsten Widerstand findet^ 
IKess ist von der gewöhnlichen Lehre des Maximums llfinimnms 
verschieden; denn es handelt sich nicht um einen oder mehrere 
ausgezeichnete Punkte einer gegebeneu Curve, sondtni uiu eine 
er&t 2U üudeude Curve selber, und. in dieser nicht um einexL 
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oder mehrere Punkte, sondern um alle Funkte in ihr. Denn das 
Minimum des Widerstandes soll für den ganzen AotaticNrakörper 
gelten, dessen Oberfläche nicht durch einen oder atehrer«) aonr 
dem diireh alle Punkte der verlangten Curve bestimmt wird. — 
Newton Idate aueh dieses Ftoblem , verschwieg jedoch die 
MeAodey die er dabei awvfandte, und die «tfbhbttv von der 
gew5fcAtei'I>iintfeBsial~lle41iode versohieden war. 

ISald daranf gab Job. Bernoulli seine berühmte Aufgabe 
über die Brachysto chrono , d. h. die Linie des schnellsten 
Falles, und forderte 1696 die Maihematilser auf, auch ihrerseits 

die Lösung dieses Problems zu versuchen, was denn auch von 
Leibniz, Newton, Jak. Bernoulli und Andern geschah. 

BCan fand die Cycloide als die lanie, die dem sdmeUstear 
Falle entspricht, aber dntch ein Vetfafaren, das sldi wie der 

damalige DiiFerenzial-Calcul am Anfange auf unendlich kleine. 
Grössen gründete, dann auf fremdartige, vom Differenzial- 
Calcui abweichende Reflexionen überging und endlich das Resultat 
wie4cr in den gewöhnlichen Dificrenzial» Operationen ^b. 

Hierauf schritt man isu verwickelferen Aufgaben, zu den 

sogenannten isoperimetrischen Problemen , die darin bestehen, 
Curv'en zu finden, die unter allen Curven von gleicher Länge 
irgend eine verlangte Function zu einem Maximum Minimum 
machen, Untersuchungen, an denen sich die beiden Bernoulli, 
Taylor und Buler betheiligten. 

Jak. Beinoulü gab zuerst ein solches i^roblcm, und schon 
glaubte sein jüngerer Bruder Job. Bernoulli, es geh'ist zu haben, 
als es sich zeigte, dass die gegebene Lösung irrig war. Jak. 
Bernoulli bewies in seiner Schrift: Analysis magm prohletnatii 
isoperimetrici , dass man bei solchen Aufgaben , statt wie im 
Differensial-Calcul zwei, nothwendig drei aufeinanderfolgende 
Sdten der Curvca in Betoaeht eisten müsse, d» ohne diese Goi^. 
rectnr die Besnltate unuoher werden. Selbst Euler irrte sieh 
spftter in der Behandlung des Problems der Brachystochrone im 
widerstrebenden Mittel, ein l^rublem, dessen richtige Lösung er 
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erst in seinem 1744 erschienenen Werke : Metliodus mvtrnen'M 
Uneas owtMj maaeimi jirnrnrnve propne^a^a .^emientes'^ au geben 
im Stande tr«r. • • ' \ z ^ . i U ..t.ri ^- 

t - Dttss Problenie , bei deren BalMiidlitmg Miei eo hervoxiigtadtf 
Mathematiker, inde J<dir BeniiMlH Ifind ii^^ firraii v&ointon^ 

eigcnthümliche und grosse Scliwierigkeiten ^ haben «fössen , ist 
einleuchtend. Die Auil()sun/ren, die zülctat 'Euler " m seinem, 
erwähnten WrAe giebt, beruhen meiir auf individueltem Räsonne-: 
ment, als auf gleichförmigem Calcul,' und die Verfalirungsweise 
ist so eigenthümlicb, dass es unmöglich wird, von ihr eine 
Analyse zu geben^ daher diess bei Euler selbst nachgelesen wer* 
den muBS. \\f 

Dessenungeachtet Weiht ^Etilers' Werk' ewig dtolcwQrdig, ja 
unsterblich — die reichste und ausgebeutetste Fuudgiübe der' 
schönsten Anwendungen, der Abschlnss aller Theorien, die voti 
Leibniz und Newton an bis auf Euler versucht und aufgestellt 
worden waren, und endlidi die Schatzkammer wohlgeordneter,' 
in aUgemeinen und unwidersprechlich sicheren Differenzial-Qpera- 
tipnen g^bener Resultate, -r- Eine pa^ 56 i^^es W^l^s .ein^. 
gestreute Bemerkung: ^denderaUtr ikxqvte mfithodua, a r^ao^i^fiff» 
geometrka et Iweari Ubera, qua pateat in taU moe^HgaU^ ''fadE^ 
mirUnUve loco Pdp seribi Meri — pdP*', gab Veranlassung, dass, 
Lagrange eine von jeder geometrischen Betraclilung unüb-f 
hängige. auf allgemeinen Algorithmus gegründete Theorie der 
Variationa-liechnung gab, die aber damals noch nicht so ge- 
nannt wurde, da erst später Euler diese Benennung einführte und 
gebrauchte. , * 

Findet man namlicb, um die Euler^scbe Bezeichnung bei- 
zubehalten, bei Differenzirung des Ausdrucks fVäx, worin. V 

eine Function von y, p, ^,r......«t4 (jp = t «= 

r = g ..) dfVdx = f(Mdx -i- i^dy + Pdp + «(^J. . .).<isc. 
(worin Mj N, P, Q.. die Coefficienten von äx, dy, dp, dq\ . 
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die TevkmgteiCarve. Dieftei Formel: bfl|Kß: Euler: aufgestellt; aber 

er vermisste noch den allgemeinen analytischen Beweis 'daffOr, 

den nun Lagrange lieferte , aber dabei e i g e ii t h ü lu i i c ii e 
yarifttiopa - OperA^ionefi. mit dem Zeichen d anwandte. : 



' • Euler, der diesen -Beweis Im Jahre 1755 von Lagrange 

erhielt, ward dadurch aufs Höcliste überrascht, und spendete dem 
jugcndliclien Matln matiker das unbeclinfrtp Lob, dass seine Auf- 
lödung des Problems nichts mehr zu wünschen übrig lasse. ^ 

' . J^ein die Begründung der Lagrange^echen Theorie liatte 
ihre, "bj^deutenden Mängel, und wahrscheinlich war es das Lob, 
das Euter zu^ frfihsseitig gespendet, das ihn selber nicht ruhen 

liess. Im Jahre 1764 erschienen von ihm zwei aosf&hrliche Ab- 
handluiigeii über den Variations-Calcul (in denen er diesen Namen 
zuerst gebrauchte), die er später 1770 erweiterte und dem dritten 
Theile seiner Integral -Rechnung einverleibte. Damit nicht zu- 
frieden, gab er 1771 eine neue Abhandlung heraus, und brachte 
durch Einführung' neuer Veränderlicher das Verfahren in eine 
mehr naturgemässe, in blossen Differenzial-Operationen besiehende 
Methode. 

Auch Lagrange Hcs!? es seinerseits nicht bei seinem ersten 
jugendlichen Versuche beruhen, sondern bildete seine Entdeckung 
weiter aus, und gab endlich, ein halbes Jahrhundort später, in 
der 21. und 22. Vorlesung seiner Functionen -Theorie das ganze 
Lehrgebäude der Variations-Eedbnung in meisterhafter Kürze 
mä, Bfindigkeik , ohne . Jedlooh alle vothandeM Sdbtvierigkeiten 
•hebeik an konnelb. 

Was seit dieser Zeit geleistet worden ist, übergehe ich, da 
es nicht die Grundlc^miig und das Wac.hsthuni . sondern den 
mehr gerundeten Ausbaa der WisBenechaft betrifft. . Dabei ist 
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za bemerken, dam der Gegenstand unter der Hand um eo eddgelr 
wurde, je mehr man ihn abrunden wollte) und das» .fifiet, wenn 
schon Alles geglättet und vollendet schien, bei neuem Eingeben 
ganx unerwartete Unebenheiten «a Tage kamen, wie die Untere 
Buchungen von Jacob!, Poisson, DirlFsea, Ohm, ^Strauch 
mid Andettt zeigen. 

Diese Uiieljeriheiten und Bisse wachsen immer mehr und 
mehr und scheinen sich zu wahren Klüften erweitern zu wollen, 
wie Jeder weiss, der sich mit dem Gegen'^t.inde vertraut gemacht 
hat Es ist fast überflüssig, das folgende Bekenntniss von Strauch 
(I, 164) anaalühren: „Es Ist ersiehtlidi; dase jene Mathemittiker 
ihre Lnthümer begingen, weü sie über das, was «e imtemahmep, 
aieht mit sieb selbst klar waren, weil sie. ohne alle Umsieht, 
Uebersicht und Erfahrung zu Werke gingen . . . Der Ausdruck, 
den sie für den esten Mutati ons-Coeflicienten bekommen (der 
Verfasser setzt Mutation statt Variation , ändert aber sonst nichts 
Wesentliches im Variations-Calcul), ist durch die Zufälligkeit 
des Calculs jedesmal richtig, während der Ausdruck der Mutations- 
Coeffidenten der zweiten Ordnung, wenn sie ihn festgestellt 
h&tten, in den meisten FUlen falsch sein wfirde.^ Diess und 
Stärkeres ist im Werke selbst, dem ausführlichsten, das über 
Variations-Calcul erschienen ist, nachsuleseii* 

Und in dt r That, wer nicht den eigenen Ruhm, nicht die 
hartnät kige Behauptung der Ehre der Wissenschaft, wo sie nicht 
ist, im Auge hat, sondern die ehrwürdige, schlichte und natür- 
liche Wahrheit selber sucht, wird sich gestehen müssen, dasa 
der gegenwärtige Zustand der Variations- Rechung der sonst so 
vollkommenen mathematischen Wissenschaft nicht aur Ehre 
gereicht. 

§ «• 

Betrachten wir die Variations-Becfannng^ wie sie gegen'- 
wUrtig ist, so begegnen uns einige hervorragends und noch mh- 
gelSste Schwierigkeiten: 

a) Man lehrt, dass Variiren und Differenziren verschieden 
sind, und gebraucht ö ab Symbol des Vaziirens, während und 
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wie bekannt , als 8yrhbole der Diffel'enzial - Operationen ange- 
wendet werden. Aber ungeaclitet aller voraasgeschickten Erklär- 
ungein und ungeachtet der verschiedenen Zeichen sind doch die 
Väriatioiiüo Operationen in aller und jeder Hinsicht identisch mit 
den JDiffeveiizial>-Op6nitionen, ja e* ist kein Fall denkbar^ in 
-dem sie von'lhlleai verschieden. sein könnten. Worin liegt es nun» 
diUs man dessenungeachtet die dem Oalcul fremdartigen Reflezio** 
nen vfid Zeichen nicht ehtbeliren kann? 

b) In denn Variations-Aiisd rucke fVdx, worin V eine Function 
von X, y und ihren Differenzialien ausdrückt, sind x und ?/ von 
einander abliängig. Um aber zu dem im VariationS'^Calcul ge- 
.wünsciyteaa^ .jR«sultate gingen su können, muas man x nnd y 
von einander, unabhängig nehmen. Dieaa kann man sich gegen 
ein Zeichen erlauben, aber an der Natur der Sache gleitet jede 
soldie Gewaltthätigkeit ab, da durch blosse Namen->ErkIarungen 
weder abhiingige Grössen unabhängig, noch unabhängige Ton 
einander abhängig gemacht werden können. Im Variations-Calcul 
aber muss man diess thun , sonst erreicht man das Resultat nicht. 
Worin liegt diess, und wodurch wird C8 vermittelt? 

s^t^t 4^ . A^s^^i'uck ä/Vdx gleich Null, nnd mnss 
es thun, uin die Endgleichung einigermass^ rechtfertigen zu 
können. Und doch ist dieser Ausdruck nicht gleich Null; ja 
wenn man die Gleichung der gesuchten Grösse leichter aus Vdx 

als aus der Endgleichung. N — ^ + — * * ^ ^ herstellen 

Icaiin, 'setül man unbedenklich SfVdx einer Grösse gleich, die 

nicht gleich Kuli ist. Wie sind solche Widersprüche auszu- 
gleichen? 

d) Bei der Untersuchung über dieGrenzwcrthe (Grenz-Curven) 
klömmt man auf einen oder »wei Wcrthe , die sehr merkwürdige 
Eigenschäften liabea. . Da jedoch die Grenzwevthe willkürlich 
•aid,r weil aiob difi<'V«rüMildneB .allgemein iku£ alle Werthe 
Miredbm müsaen ^ „so i < Jiat* i mm : im Problem . unendlidb vielB 
Grenswerihef'di« nach mnem b^timiirten S]rBtertt der Abhlngig* 
keit continuirfich aufeinander folgen. Woher kömmt es, dass 
man nicht im Stande ist, diess Problem anzugreifen? 
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e) Wenn bd den Aufgaben' der Diffemrid Biselurang 

die Criterien der Unterscheidung des Maximums vom Minimum 
im Ganzen luichst einfach, exaet und jederzeit sicher sind, so 
dass kein Irrthum in ihnen möglich wird, so sind die in der 
Variations- Rechnung für diesen Fall au^eaieliten Criterien das 
gerade Gegentheil; sie sind sämmtlich luusuverlässig , wie sich 
denn auch Terschiedene Autoren bei einem und denselben Re- 
sultate widersprechen. Kern System der bisher zu diesem Zwecke 
aufgestellten Criterien ^ auch nicht das eben so wdAlftufige als 
abstruse von Jacobi, ist im Stande, auch nur eine halbe Siehei^ 
heit zu gewähren. Woran liegt diess? 

Wer diese Fragen erwägt, der hat Veranlassung und Anhalts- 
punkte genug , sein Urtbeil über den gegenwärtigen Zustand der 
Variations- Rechnung festsustellen. 

Und doch umfasst diese Wissenschaft den vornehmsten, hoch- 

isten und ausgezeichnetsten Theil der gesammten Mathematik. 
Denn sie ist CS, die über die tiefst* ri Gphcininlssn der Natur- 
forschung entscheidet, da in der Natur immer ein Minimum der 
Kraft bei gleichem Erfolg, oder ein Maxifnum des Erfolgs bei 
gleicher Kraft stattfindet, weil die Natur mit Schonung der Kräfte 
wirkt und vorgeht 

Mit Recht sagt Euler: Ctm rmmdi unhersi fabriea sit per» 

fecHii^ima atqiie a Creatore sapientissimo absoluta^ nihil otjmino in 
mundo contingitf in quo non Maximi Minimive ratio (luuepiam ein- 
ceat; quam ob rem dubium prorswt est rmllumy qiän omiies muiuU 
^edus ex causis ßußUbus ope melhoöi ^aximorum et Mirdmorum 
aeque feUdter delermmari queant, atgtu ex ipm cautis eXßdmUbus, 

Man kann daher 'sagen, dass Im Variations -Calcul die Kraft 

7ur Erschliessung der Natur liegt, und dass alle Theiie der Ana* 
lysis, der Geometrie und MecTianik in ihr, als ihrer aller KrcMi'e, 
Wipfeln, und in ihr erst ihre wahre Bcdcutting finden. Eine solche 
Wissenschaft, wie die Variations *<Reohnm]g, ist es werth, dass 
sie.mil aller Liebe und Anstrengdng gefördert wird. - > 

■ r • * . . , • . I 

. * ^ ' • ■ L 
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§ 7. 

Finden iSeh naa «nlSebare Widerspracbey dorn Irt-^e Be- 
flCKkm «rlubt^ daas man. vielleieht yom Anfange an nnd in d6r 
GwMitiidlitong irre gegangen lat, niid- dasa man daher* yäm 
Anfange an die wahre Richtung auftuefaen tind gewinnen mfisse; 

und dass alle Verbesserungen und Verfeinerungen, die in der 
ursprünglich fehlerhaften Richtung angebracht werden, nur uri- 
haltbare Resultate liefern können, die, je eifriger sie betri( Ix n 
-werden, um so mehr Blossen und Widersprüche zu Tage fördern. 

Denken wir uns die objective Wahrheit eines Gegenstandes 
in. einer Linie entwickelt , and ebenso dia mene^Uche Theorie 
^et EbrkenntniBs dieses Gegenstandes in einer anderen Linie, so 
können beide Linien ansanunen fiaUen nnd sieh deoken$ denn 
wird der Gegenstand erkannt, wie er ist, und die menscbBcbe 
flrkenntniss ist eine wahre und vollkommene Erkenntniss. Es ist 
aber auch denkbar, dass sich die beiden Linien nicht decken, 
sondern unter einem grösseren oder kleineren Winkol durch- 
Bchnciden ; dann bleibt der Gege^sljand unerkannt, mid die mensch- 
liche Erkenntniss ist irrig und unvollkommen, mn so unvollkomme* 
ner, je grösser der Winkel ist^ nnter dem Wahrheit und Erkannt*- 
niss auseinandergehen. Und doch können sie den Durchschnitts^, 
punkt gemeinschaftlich haben, so dass in ihm, aber nur in ihm 
allein der Anfang der. wahren Erkenntnisa liegt Daraus wird 
denkbar, dass sieb Wahrheit und Erkenntniss um so weiter ent^ 
fernen, je weiter die Theorie in ihrer Ausbilduiig fortschreitet, 
ja dass sie durch dns seitlich einfallende Licht der Wahrheit 
geblendet mit unglaublichem Eifer, mit Anwendung aller geistigen 
Hilfsmittel der begabtesten Forscher auf ihrem Wege fortsehreitet» 
und statt der Wahrheit näher su kommen, immer weiter .von 
ihr wegr|lckty und danun i|uch nur stets und stets sehwSc^eres 
Ldcht yoa ihr.«srli|llt. .. , ^ .. 

. Und 89]!^ diese die wahre Sachlage sein^ dann ist auch,di^ 
!EWägung erlaubt, ob nicht die bisherige Richtung verlassen und 
©ine ganW neue eingeschlagen werden müsse, da jedenfalls die 
Waiuheit ganz anderswo, als auf dem Wege der bistierigen 
Theorien gesucht werden muss. . 



Digitized by Google 



10 



:> Zuerst und vor Allem ist ' dann darauf zu sehen, dass der 
Aasgaügspunkt riehtig ge£u8t und uhenohfitterÜch befestigt wird. 
IMeser känn.- bdi der ' Voriations-Beobnung Ui keiner 
aweSfelhaft sein, da sie im DÜFerenaial-^Calcul,' und «war In der 
Zjehre vom GrSesten und Kleinsten wunelt, Wo also aoeb ibt 
Ausgangspunkt zu treffen sein muss. 

Dort, in der Lehre des Diffcren/ial-Calculs vom Grösstcn 
und Kleinsten , muss ohne Zweifel irgend etwas übersehen , irgend 
eine Lücke unbeachtet gelassen worden sein, eine Unterlassung, 
die sieb denn auch in den unsystematisch auftaucbendenTariations«' 
Problemen ankfindi^ , aber nicht ergänzt AehnHcbes hat sich 
auch Schon Sn anderen Wissenscbsiften zugetragen, imd kSmmt 
titglieh in den ^rfahrungswissfenschaften Vör; die insiinctatfJg 
auftauchenden Probleme können nicht gehörig gelöst werden; 
Streben ist wohl da, aber zum Vollbringen fehlt das Licht der 
systematischen ^Entwicklung. 

• ■ ■ • V • ■ ' § «• ■ V ' 

. Bei der Musterung der Theorie des Maximums und Minfanums 
im Dlfferenzial'-Cälcut begegnen uns der Beihe nach die Functio- 
nen einer, eweier und mehrerer von einander ' abhäni^ger 

oder laiabhängigcr Variabein. "' " 

Beginnen wir mit der Function einer Veränderlichen z — /x, 
in der s nur von x abhängig ist, so gicbt d'z — 0 die Wcrthe 
von X , welche z zu einem Maximum Minimum machen , je nach- 
dem d^z für die gefundenen Werthe von x negativ o<5er positiv 
md. — Bei diesen Functionen ist schlechterdings keine Lücke 
2U entdecken, d^r Gegenstand ist in sich abgerundet und abge^ 
schlössen. 

Gehen' wir aur nÄchsteii Function a =2 /'(4r, y)i ,4^r 
X und y von einander unabhängig sind , da ihriB Abhängigkeit düf^ 
keine Bedingungs- Gleichung gegeben ist, so treten Maxima und 

Miniina aiHi wimn ^ und ^ einpehi.glejfih Ni|U sind, Di^e^e Ijtsir 
den Gleichuniren tt- = 0 und = 0 bestmunen die beid^ Un- 
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bekanntieii w «nd für wekdie ü gin Maxiimim Midmmii MrA. 

Ersteres tritt ein, wenn für die getuiidcnen Werthe; =: — 

^, und g^, X (^g^j ; dasMinnnüm aber tritt 

eio, wenn ^, und = + und X gj^i > (g^ j . 

Diese' Oriterien sind exact und vollkommen sicher es ist nidits 
beisusetsen und es scheint nidits unterlassen su sein. 

Und dennoch, däucht mir, finden sieh schon in diesem so 
einfachen Falle der Functionen zweier unabhängig Veränderlicher 
einige Punkte, die nnerSrtert geblieben sind, Iiückjin, die doeli 
wenigstens «nr Sprache gebracht s«- werden Terdieneo. 

Z. die Frage, was denn wohl hervorgehen möge, wenn 

dz dz 

statt beider partieller DifFerensiaJien ^ und ^ nor ain^s ^eleh 

Null wird, während das andere einen beliebigen Werth behält? 
So viel ist klar , dass ein solcher Fall nicht ein absolutes Maximum 
Minimum für einen Punkt giebt, ja dass er nicht einmal Irgend 
ein^n einzelnen Punkt bestimmt, da nur eine Gleichung für 
die beiden Unbekannten x und y gegeben ist, woraus nicht ein 
Punkt, sondern eine Curve folgt Und doch muss eine Eigen- 
schaft der gegebenen Function dadurch ausgedrückt sein, und 
vielleicht eine Maximum -Minimum -Eigenschaft, aber in anderem 

Sinne , da statt der zwei Gleichungen ^ = 0. upd ^ = 0 nur 

dne, entweder |~ = 0 oder s 0 gegeben ist 

Aehnliche imd viel grössere Lücken finden sich bei der Unter- 
suchung der Functionen dreier oder mehrerer unabhängig Ver* 
ioderliohar, in denen eine, zwei oder mehrere Gleichungen weni^ 
ger gegeben sein können, als Variable vorbattdea sind. " 

Waram diese Lücken in der Diffierensfal- Behandlung^ deir 

Maxima-Minima- Probleme unausgefüllt geblieben sind, dafür ist in 
der Geschichte der WissenHehaft kein Grund m finden; aber es ist 
einleuchtend, dasa diede LUoken untersucht werden miissen, wenn 
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der I)ifferfuiisiAl-iCiü<»l'aiif Vo^lständigk inaichen 
Denn eelbst den uxigfinetigsten FaU an|;enonimen, dass diese Upter^ 
BueHungen keine bmuchlNiren Resultate liefern, so erkennt man 
($eßB .dock emt;n|u:k'.aiige8telller Üntemcliui%) und ancb diese 
Eikenntniss ist Gewinn f9r die Wissenschaft 

Nehmen wir die Gloir"Hiinp^ einer Kugeltlache, und dife Ordi- 
nate z als Function der. beiden unabhängigen Qrdinaten x und j|, 
z = — £c* — y', so geht für diese Gleichung die Ordinaten««- 
Ebene durch den Mittelpunkt der Kugelfläche, und dies.er.J'unkt 
Ist der Anfangspunkt jSerOrdinatelto dp, jf, s. Es ist einleiicBtend, 
dass die Ordinaten » in der Peripherie d. b. im Durchschi^itte der 
ifeib'ene JTF mit der'KugelflSche, gleich Noll sind,' dass sie dann 
von allen Seiten gegen die Mitte der Kugelfläche grosser wertlen, 
und endlich in der Mitte für i5 = r ein Maximum erreichen. 

Die«iaeigtiautdiderGakuhdttm!iäsrIl£ z&ö 

geben a; = 0^ ^ = 0, d. hi die Mitte der Kugelfl&che.. ^ 
Die Criterien des zweiten AiflfSerenzials geben dann qp^.je 

nachdem » ä rtl/V* — a;' — genommen wird, also ein 

Maximum oder Minimum, je nachdem man die Kugelfläche über 
oder unter der Ebene XV betrachtet . 

dz ^ ^ 

Was eptsteht aber, wenn bloss einseitig etwa ^ = 0. ge- 
nommen wird? Da ^ = — ^ ist, so wird je = 0. Diess ist die 

VX 3 / . 

Gleichung einer Greraden , die mit der Axe Y snisammenflUt, 
oder die Gleichung der senkrechten Ebene YZ. Diese durch- 
schneidet die Kugeltläclie in einem grösstcn Kreise , dessen 
Gleichung, da cc =: 0 ist, s = |/r^ — wird. Dieser grösste 
Kreis hat die Eigenschalt, dass seine Ordinaten z durchweg, 
Von'y = -f"''j bis y Ä ^r, grösser sind ala alle rechts und 
links liegende» Ordinaten der 'aniP ihm senkreeht atiahendea 
Pa^raUelkreiae, idie. awAr demselben Werthery, abeKjvdhI/melir 
4em' Werthe « ss 0., sondern x — ;t ent8piieclieii.. : ' 

Die gefundene Curve z = ]/r* — ?/* hat also die Eigen- 
schaft, daas jeder Punkt der KugeioborHäche , der in ihr liegt, 
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rwar nach einer Bichtung, parallel mit der Axe A" ^Maxima 
der Ordinaten z hat , nicht aber auch nach der anderen Kichtung, 
(aftch der Axe Y,) deim In dieser* Bichtung ifttchBen die Ordi- 
uittn Ar (xntnnnvlidi voii 9 ss<— *f ibbiST an 0^ iro «iia efai «bMtltttiw 
Maximiiin^^iNiiheDy ud' nohttm dibni«b his* y ss: 

Mit anderen Wörten : Die gefundene Curve ist der geometri- 
sche Ort aller absoluten Maxima der Ordinaten Maxima, die 
jedoch nicht für die ir<^'inrulf ne Curve, sondern für die auf ihr 
senkrecht stehenden Parallelkreide eintreten. * . * .\ 

Bieses Rfäsoliat gleicht sehr den im Variätions-Calcul ge- 
fimdenen B^snltaten. 

810, ... ^ 

« 

WXhloi'ivir «ndme belnrnntes Beispiel Der Metiifieiir 
eines Ortes dnrehschneidet Aequetor und Penllelkrdse so, dees 
ell» <Oestinie, in welohem Psmtlel sie atieli sein m0gen, in 

ihm ihren höchsten Stand über dem Horizonte erreichen. Stellen 
wir die Frage: welche (Jurvc (Function) hat die Eigenschaft, 
dass sie die Höhe aller Gestirne über dem Horizonte zu einem 
Maximum macht, so finden wir den Meridian, und diess ist die 
im Vanations - Calcul gesuchte Curve oder Function; die jedes- 
nudige Höhe eines Gestirnes über dem Horizonte ist ' «her nicht 
för. die Punkte des Meridians ein Maximum (denn dieser hat 
nur ein einziges Maximum ^ nämlich den Punkt des Zeniths), son- 
dern diess Maximum tHt(f für die* Parallelkreise ein, indem 
die Gestirne vor und nach ihrem Durchgange durch den Meridian, 
ako <lie!5seits und jenseits, östlich und westlich, in den Parallel- 
kreisen, tiefer stehen, als im Meridian selbst. Der Meridian ist bloss 
der geometrische Ort aller Maxima der Höhen der in den Parallel- 
kreisen sich bew^enden Gestirne. 

§ IL , . , 

Ist dieser Gesichtspunkt einmiil gewonnen und festgestellt,' 
dann muss* darauf gesehen werden, dass er nn<)glich8t allgemein 
bleibe , und nicht im Voraus zur Einseitigkeit herabgezogen werde. 
Alles kömmt nun darauf an, dass bei Functionen zweier unab- 



Digitized by Google 



hängig Veränderlicher statt zweier Gleichungen nor. eine, bei 
l^iuiflklQllia dreier uiiaJi>kängig V^ränderüciiier s^tt dreier Gleich«^ 
Bllr xwei «^er nur 6ine u. ti^vr. statilnden^ und dass diese 
Gl^ftbllflgMiote &tt^ CombinaüoiMii durch entifttechende Weftlie 
Null em0k .Beaehiaiig «Iwi iMwiiiniuiit Mmmitiimii beihehaitaiL lA 
aUßm Uebngen iat dß« freiste., d. h. .«Qgamei«ste Sfjifkmuiii 
gedassenu , » ..,!, ... * ■ . 

Und In der That, wer sähe nicht augenblicklich ein, dftss 
z. B. bei der Kiigelfläch© z — \/r^ — ij ' uiieudlich viele 

grö^ifttp Kreise existiren, welche der geometrische Ort aller ^laxima 
der Ordinaten z der Transversalkreise sind ? Jeder gane beliebige 
Schnitt durch den Mittelpunkt der Kugel giebt solche Kreise. 

Und dass auch diess nicht der einzig mögliche Fall sein könne, 
Im^tel sogleich efn, wem ram «rwigt, dMB öoster den VenDal-> 
SclmittBa auch Schnitte durch Flädlen fiberiumpt ÄSglidi rind^ 
die vlitder gegebenen Flfidie Oorren encugen^ cBe eat Maximwfti 
Minfmnni der Ordlneten % haben k^nifeii. Diejenige Hauptcnrf<6' 
dann, welche alle diese Max ima Mioiuia verbindcL, und ihr geo- 
metrischer Ort ist, verhält sich zu diesen gerade so, wie die 
gröbsten Kreise der Kugelfläehe zu den ihnen entsprechenden 
ParaUelkreisen, und diese ist die Curve (Function )f die in dem 
bisherigen. Variations-CaLcul jederaeifc geenoht wird. 

§12. 

Erhebt man ^ai^ sn dio^sem gans allgememen Geuchtepanktev 
so begegnet man Problemen, die bei den Umkersnchnngen über 
die singidären Stammgleichungen des Integral-Oalculs vorkommen^ 

und die Leibniz im Jahre 1694 in seiner Abhandlung: ,yNova 
Ccdculi (Uß'erentiulis applicatio zuerst in Anregung brachte. Leibniz 
charakterisirt sein Verfahren dabei als dijferculuilin de curva m 
curcam. Die^p Aufgaben haben einige Berührungspunkte mit den 
Variations- Problemen, und ihr Unterschied besteht darin ^ dass 
bei ihnen Porchschnitts- (Transversal-) Gur¥sn g«ig0ben sind, 
wlUirend sie im Vaiiations-Caloul alf^ accessarisch erodieioen^ 
und dasB, letztere immer Beziehungen auf MaTtimnm Mioininm- 
haben, was be^ dsn Leihnis*schen Problem^ nichjb dof Fall ist 
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Die beiderseitigen Probleme verhalten aieb also, wie sich im 
I>üfereimal-Calcul die Untersuchungen über das erste Differexizial 
verhalten. Mim kana «ias erste Differential eiiier J'iuietMin -in 
Beztolmiigtiif «inen g^gebtoen W«rfcb ttberluHiiit intertiidMii, (den 
IjeibnüMien Problemen entsprechead) und man kann das «rate 
PiffereBsial fttr dan aingiilXreii Werth =i Ntdl untenmdben, wi* 
don VariatiDiu - FroUeme« eotapridit 

§ 13. 

Eines wird iiim sogleich klar. Ist die Thbcojfie , die sich aus 
der consequenten Verfolpfung und Durchführung des gewönne^ 
UßU Qoa^htspunl^teö ergiebt, wirklich der historisch voriiegead« 
Yaciaftions^Calcul, daan ist dw^por kam besonderei* Calcul, son-- 
dern nur ein Theil einer besonderen Anwendung des Differensial^ 
CSalculs. Dann ist auch aeine Stelle im System der Mathematik 
qoit atfer SicheriieU bestimmi. Def Pifferensi^UOaM führt bei 
der Unteraaqhusg fiber singulftre Werthe des ersten DHFerenBials 
auf die Lehre vom absoluten Maximum Minimum, wenn alle 
partieiieu Differenj^ialien einzeln gleich Null sind. Sind aber nicht 
alle einzelnen partiellen DiÜerenzialieii /ur:;leich Null, dann treten 
die i^roblcme ein , die man dem Variations • Calcul zuordnet« 
DiesB ist sehr bestimmt und exact Und dass aus letzterer Unter- 
suchung reichere Resultate hervorgehen werden , als aus den 
gewöhnlichen Untersuchungen über Maxime und Minima ist 
schon darum au erwarten, wol letstere so viel Gleichungen als 
unbekannte Grössen geben, wodurch alles unbe^veglich und auf 
einzebie Werthe beschränkt bleibt, während die Variations- 
Probleme in ihren unbestimmten Gleichungen Beweglichkeit haben, 
und nicht bloss einzelne Werthe, sondern umfassende allgemeine 
i^]unctioiieu einführen. 

leh behaupte mm, dass aus der Durohfühsung der eingeleitet 
toi Auli^Bhe wirklich der histeriseh vorliegende Variatioaa-Cskul 
in seiner Vollkommenheit hervorgeht, und werde in den nach- 
folgenden Abschnitten versuchen, diese Behauptung so 911 be- 
gründen, d#}S sie unejTSchüttert bleibt. 



» 
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Gelingt diess, dann triift gewiss ein, was. Pascal in seinen 
oft gerühihien Worten ausspricht: wm des raisom prindpales ^ gvi 
ämgnmt^mm qui enUtmU dmi» emmiannes», 4» vAritabk ekemin 

Aoute», iim^, mMms, Oeb perd UmL Je k wmdrait nommit 

hasieSj comimmes y familiäres. Waa könnte auch in der That ein- 
facher und natürlicher sein , dass man neben dem absoluten 
Maximum und Miomiuni auch die relativen Maxima und Minima 
untersucht, indem man nicht alle ersten partiellen Difi'erenzialien 
zugleich Nnir setzt, was könnte familiärer sein, als dass die 
hieraus sich ergebenden Kesultste im Differenziol- Calcul die 
Stelle einnehmt, die sie schon Ungst hitten eomiehmen soUen? 

§ 16. 

Im Variations - Calcul haben die Hauptfimctionen (Haupt- 
cur^'en, die der geometrische Ort aller Maxima Minima sind) 
nur einseitige Maxima und Minima. Sie könnten diesen Namen 
führen, oder sie könnten laterale oder relative Maxima Minima 
heissen. Da jedoch der letztere Ausdruck für ganz andere Pro- 
bleme in Gebranch ist, so dürfte die Benennung Yariations- 
Maxima und Minima vorzugehen sein. Einerseits ist der 
Variations- CSalcttl eine so reidie, ja unerschöpfliche Fundgrube 
der herrlichsten Resultate, dass er wohl die Auszeichnang einer 
eigenen Benennung verdient, und andrerseits ist durch die vor- 
ausgehenden Erklärimgen jedes Missverständniss , das aus dem 
Gebrauche eines blossen Wortes entstehen kiinnte, abgeschnitten. 
In einer ächten Wissenschaft lolmt es sich nicht der Mühe, um 
einer blossen Benennung willen Worte mit \\ orten zu vertauschen, 
es genügt an der Feststellung der Begriffe. — Doch das im bis- 
herige Variations -CMcul gebrauchte Zeichen d kann nicht bei- 
behalten werden, da alle vorkommenden Operationen nichts als 
DÜFerenzial-Operationen und, für welche die feststehenden Zei- 
chen d und d gelten. 

Ueber die Benennungen Ilauptfunction undTransversai- 
Function ist schon das ^öthigste vorgebracht, und andere neue 
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. Benennungen werden am besten da festgesiüUt, wo Gelegenheit 
dazu geboten wird. 

Und somit schreiten -wir zur Darstellung der Theorie selber, 
und schicken die Erinnerung Torans , dass die Lehren der 
analytischen Operationen des Varürens, die in den Theorieen 
dieses Galculs gewShnlidi den ersten Abschnitt bilden, bei 
uns gänzlich wegfallen. In solchen Theorieen wird nämlich 
rt gelmässig über den himmelweiten Unterschied des Varürens 
und Differenzirens gehandelt , es werden die Einschränkungen 
und Cautelen beigebracht, unter welchen die Variation^ - Opera- 
tionen die Gesetze des DiÜ'erenzirens annehmen können, und 
unter welchen nicht; endlich werden die Zeichen d für sogenannte 
unendliche Variationen und andere eigene Zeichen für endliche 
Variationen festgestellt und erklärt IKess alles fallt weg; denn 
da für uns keine eigenen Yariations- Operationen gelten, sondern 
nur die DÜFerenzial- Operationen, und zwar einzig in dem Sinne, 
in welchem sie im Differenzial-Calcul gebraucht werden, so ist 
die ganze Analysis , die wir vorauszusetzen haben , nur die Aiia- 
lysis des Differen/ial - Calculö, die allgemein bekannt ist, und 
die in unseren Problemen nach den nämlichen Gesetzen, wie in 
allen anderen Problemen des Differenzial-Calculs, zur Anwendung 
kommen wird. 



n. 

Variaiwn des Äuadmcka z -zu f (x^ y), m wdchem weder 

Dijjeretuialien noch IntegraUen der VemnderlicJieji y eiU- 

halten dnd. 



§. 16. 

Das totale Differenzial dz des obigen Ausdrucks ist: 

j dz . , dz , 
<h = g-dx + ^dy. 

Es Bind drei Fälle «a unterscheiden: 

dz dz 

a) Die partielien DifPereozialien und ; — sind einieln gleich 

Null. DadiJi i h wird auch das totale Differenzial dz gleich Null, 
ohne dass dx und dy gleich NuU werden oder zusammengehörige 
Warthe annehmen, ^da sie ganz willkürlich und von einander un- 
abhängig bleiben. 

Dieser Fall giebt, wie bekannt, die absoluten Maxima und 
Minima von z, und ist Behandlimgs-Objeet des Differensial- 
Calculs. 

b) Es ist das totale Differenzial gleich Kuli, ohne dass zugleich 
die partiellen Differenzialien ^ gleich Null sind. Daraas 

*^ dz dz 

entsteht die Differenzial- Gleichung +^^^ = 0, deren 

Auflösung durch Integration diejenige Function zwischen x und y 
giebt, die dz zu Null macht. 
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dz dz 

Da g^dr dne ▼oUstiUidige Differenzial - Gleichung 

Ist, so V&rm sie sogleich integrirt werden. Das Resultat ist die 
gegebene Function /(as, y), aber nicht gleich z, sondem gleich 
emer CSonstante. 

Dieser Fall gehört niclit zum Variations - Calculj, obgleich 
hie und da Beispiele dieser Art in den Variations - Theorieen 
behandelt werden. Es ist einleuchtend, dass die daraus hervor- 
gehenden Resultate constanter Functionen keinerlei Verwandte 
Schaft mit den Variationen haben können. 

e) Durch stillschweigend oder ausdrücklich gemachte Snb- 
stitation irgend ^ner Bedingung»- Gldchung tp(Xfy) =0, durch 
weiche ci^ durch dx oder dx durch dy ausgedrückt wird, geht 

dz d ^ 

das totale DüTerenaal s= ^dx + r^dy in die Form über: 

Qx dy ' 

j /dz , dz . \ , 

Wird nun di^enigeFunction gesudit, die + ^ ^' (jv, 

zu Null macht, so fällt dx durch Division aus, und dz wird 
iBr alle Werthe der gefundenen Function (f>ix,y) gleich JNuU. 

dz dz 

Die Gleichung ^ "1" — ^ ^® Variations-* 

Gleichung 9 und alle hieher gehörigen Probleme idnd wahre 
Variations - Probleme. 

Die Substitution kann, wie bemerkt, auch stillschweigend 

dz dz dz 

stattfinden. Denn iRrirdin da = ^-c^ + ö-^2^s(*B.bloss r— = 0 

dx dy ^ (Jx 

' dz 

gesetit, dann folgt d» ss ^äy^ ^'""^ ^ totale Differenaial wird 

dz 

nun, da nicht gleich Null sein kann, durch den Werth: 

dy zu Null, woraus y e als Bedingungs- Gleichung (^) 
folgt. Diese ist, geometrisch interpretirt, ein mit der Ebene 
paralleler Schnitt der Fläche, der unbewusst vorausgesetzt wird, 

wenn ^ s 0 genommen wird. Hingegen der andere Factor Ton 
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^ df^, nämlich ist nicht gleich Null, sondern behSlt ^en 
Ton X und y abhMngigen endlichen Werth. 

§ 17- 

Die vorstehenden Gleichungen werden geometrisch inter- 
pretirt, wie folgt: 

. a) is = f(x, y) ist die Gleichung einer Flache, in der die 
Ordinate x von den unter sich unabhängigen Ordbmten x und y 

abhängig gedacht wird. 

b) In «Ts = ^ da; + ^ ist da das totale Differemdaly und 

die tangirende Ebene ist der geometrische Ort aller Endpunkte 
der geraden Linien z dz, nach allen Richtungen des Punkts 
(x,y, s), da die geraden Linien dx und dy willkürlich genonunen 

dz 

werden können. Das partielle Differen/Jal ^-(/ji; giebi alle Punkte 

in der tangirenden Ebene, die durcb deh mit parallelen Schnitt 
gebildet werdep. Diese ist eine gerade, in der tangirenden Ebene 
liegende , Linie und ist der geometrische Ort aller Endpunkte von 

J5 -j- t/s, wenn dz das partielle Difl'ercnzial nach x bezeichnet — 

dz 

Das Analoge gilt von ^dy. 

Sind die beiden partiellen Differenzialien gleich Null, so sind 
zwei «enkre(!lit aul'eiiiander stellende Linien in der tangirenden 
Ebene parallel mit der Ebene XY, d. h. die tangirende Ebene ist 
mit der Axen-Ebene XY parallel, alle dz sind Null, und die 
Entfernung beider parallelen Ebenen ist gleich z. Diess sind die 
absoluten Maxima und Minima des Differemsial-Calculs. 

q) Die Gleichung 0 = ^dx-^^dy^in der dy nicht durch 

dx ansgedrfickt werden kann, weil keine Bedingungs -Gleichung 
gegeben ist. giebt integrirt c=/(a7, y), und geometrisch: einen 
mit der Ebene XY parallelen bchnitt der Fläche z r=r f(x, y), 
also eine ebene Curve, in der kein veränderliches n enthalten ist. 
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d) Die VariationB-Gleicliung: — -|- — i/'' (», y) ^ 0 = dz 



(' U 



Fiij. l 



druckt diejenigo gerade Linie in der taugirendcn Ebene aus, die 
durch; den Pujokt (jc, ?/, z) geht , und mit der El)eno XY parallel 
ist. Demi da für diese Linie das Diifercnzial dz gleich Null ist, 
muas äe parallel mit XY sein. Die Richtung dieser Linie wird 
dufdi die gegebene Bedingmigs^Gleiobung \lf {x, y)^0 bestimmt. 

Und in derThat, wenn die tangirejide Ebene nicht parallel 
mit XF ist (der Fall der absoluten Maxinia Minima), so muss 
sie die Ebene XY in einer geraden Linie durebschneiden, uud 
jede Linie der tangircnden Ebene, die mit der Durclischnittslinie 

parallel ist, ist auch parallel mit XY, und 
diejenige Parallele, die zugleich durch den 
Punkt y, ») geht, wird durch ^ (a?, y) 
= 0 bestimmt. 

Es sei Fuj. 1. eine Fläche von der Gleich- 
ung z — f{x, ?/), welche die Ebene XY in 
der Curve hm oh durchschneidet, und in den 
Coordinaten-Räuflien -\- Z X Y ; 4" «2 
+ X — F, ausgebreitet ist. 

Die tangirende Ebene am Punkte c, (x, z)^ habe eine 
solche Lage, dass sie die Ebene ^Fin einer mit OF parallelen 
Linie durchschneide, dann ist iy (die Linie in der tan gir enden 

Ebene, die durch den Parallclschniit moi gebildet wird: parallel 
mit mn , utitl alle totalen Diflferenzialien von 3, die durch die 
Linie lg bestimmt werden, sind gleich Null, während andere 
Linien c/s. (/« B. die Linie ö/*, welche durch den Axensclmitt icO 
bestimmt wird) beliebig grosse von asyy und dx abhängige Werthe 
haben können. Ist fbq 4= ^» ^^^am ^ben alle, 0(2 ^ deren- geo-^ 
metrischer Ort die JAfiie phq ist, den gleichen' Werth weil 
nun auch j)^ =t= ^ Bedingungs - Gleichung ist hier 

(Gr) SD SIT Q, also dx ^ O und daraus ^ =. 0, d. h. das par-< 




mn. 



tielle Differentiale von z nach y, also nach der Richtung 
genommen, ist gleich Null, woraus wiedeif fblgt , das« die Linien 
und mn parallel sind. Diess gilt bei der Bedingmigs-Gleichung 
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X = c für alle Parallel - Gurven , mcn, kth . . Ilaben diese Curven 
c, t, Maxima von z, nämlich er, ic, .. so ist Od die Curve, 
welche alle diese Maxima verbindet, und heisst Variations- 
Curve (Hauptcurve); die Curven mon, AiA, .. sind die Trans- 
▼enal-Ciirven, ihre Tangenten geben dz = 0, während die 
Teikgente der Hav^iActirve) nXmlich cb, den Werth 6f giebt. 
hn gegebenen FaÜe ist dsher für die Transversal- Curve 

der Werth gleich Null, und für die Hauptcurve der 

dz 

Werth dx gleich bf» 

§ 18. 

So viel wird hier sogleich klar, dass, wenn aus irgend einem 
Grunde das Max in um Minimum an der Variations- Curve Oci 
statt an der Transversal -Curve inen experimentirt wird, unent- 
wirrbare Verwicklungen eintreten müssen , da die Variations- 
Curve am Punkte c weder ein Maximum noch ein Minimum von », 
sondern hier fortwährend zunehmende Werthe hat, während aller- 
dings die Transversal- Curve in c dn Maximum von s hat. 

Aueb eine andere, denVariations-CalculberShrendeSchwierig- 
keit findet hier eine leichte und natürliche Lösung. In der Gleich- 
ung der Fläche z — /(.r, y) sind x iiri(i y von einander unab- 
hängig. Durch Hinzutritt der Bedingungs- Gleichung }ji(x, y) 
= 0 (durch den Parallel -Schnitt mcn) werden x und y in der 
Variations- Curve von einander abhängig, d.h. es handelt sich 
nicbt mehr um alle Punkte der Fläche, sondern um allePunkte 
der Curve Oct, die simmtliche Maxima der Transversal-Curven 
verbindei Wird daher von der Gleichung der Fläche sur 
Gleichung der Curve fibergegangen, so werden naturgcmäss 
die bisher unabhängigen Variabeln abhängig; und wird von der 
Gleichung der Curve zur Gleichung der F Iii che übergegangen, 
so werden die in der Curve abhängigen Variabein wieder un- 
abhängig von einander. Diess ist so klar und allgemein be- 
kannt , dass es keiner weiteren Ausführung bedarf. 

In d^n nun folgenden B^pielen werden wir die analytisdien 
Besultate mit ununterbrochener geometrischer Interpfetation be- 
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gleitai, um so mehr, als die hier eingeführten Probleme zum 
firatemnale als Probleme des Variations-Calculs in diesem Sinne 
mclieaien und ÖAnai die grtete BestunniAheit und Anachaulich- 
keit verlangen. 

Die Behandlungsweise bleibt dessenungeachtet rrin analytisch; 
sie wird sich in keiner Weise auf Eigenthtinilichkeiten stützen, 
die den geometrischen Grössen als solchen zukommen. Denn das 
analytische Problem ist einfach folgendes: 

Als Elemente kommen vor: a) die Function der unabhängig 

Veränderhchcn , a = f(x,y)'^ b) die Bedingungs - Gleichimg : 
^ (jr, ;/) == 0; c) die Variations -Function : <p (Xy y) — Ol Es 
sollen die Werthe von z gesucht werden , welche in der Be- 
dingungs- Gleichung q) ^ 0 absolute Maxima Minima sind, und 
welche die Endgleichung tp ^0 aur Variations-Oleichung machen. 



§ 1». 

Ersie Verfcäuvngsmke* 

Gegeben sind: z = f(x, ?/), und die Bedingungs -Gleichung: 
tp j ij) 0 mit einer beliebigen Constante o. j^s soll die 
Variations- Gleichung gesucht werden. 

- Auflösung. Man substltuirt aus der Gleichung yj ^ 0 die 

Werthe x oder y in die Gleichung z, woraus man entweder 

9 = f{x, a) oder a = f(y, d) erhält. Daraus sucht man ent- 

ds dz 
w^er ^ = ö oder ^ =z= a, und eliminiri dann beliebig aus 

je zwei der folgenden Gleichungen : ^ 0 und ^ ^ 0^; 

= 0 und ^ =s ; = 0 und ^ = die willkür- 
liche Constante a. Als Resultat erhält man die Variations-Function 
ip(xjy) = 0. (Oeemetrlech interpretirt ist a =/(ar, y) eine 
gegebene FUiehe; ^ = 0 die Projeetion der IVapsversal-Curve 
in der Ebene ZJ; und 9) = 0 die Projeetion der Voriations- 
Cqrve In der ntodkOien ihm» XY), 
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Ist die Variations - Curve gefunden, dann geht man zum 
zweiten Diff'ercnzial von ^ über, um entRcheiden /u können, ob 
ein Maximum oder Minimiim stattfindet, wobei aber nicht die 
Variations -Gleichung y = 0, sondern die Bedingungs-Gleichung 
tf/ ^ 0 in d'z subetitiiiTt werden muB«. Macht der sub&tüiiirte 
Werfh das zweite Differensial positiv , so tritt ein Minimum ein, 
macht er diesee Differenxial negativ, so tritt ein Maximum ein, 
ganz so, wie bei den übrigen Problemen über Maxima und 
Minima. 

Beispiel I. 

Gegeben ist die Kugelfläche: a' = r* — — y', und die 
Bedingungs-Gleiehung: ^ = (§ — <0 = ^* (Di^e Gleichung 
^ = 0 stellt eine auf XY senkrechte Ebene vor, und für alle 
der Ebene und der Kugelfläche gemeinschaftlichen Punkte sind 
(I und x), (i; und y) einander gleich. Diese g^dnsehaftlichen 
Punkte bestimmen die Parallelkreise der Kugelfläche, wie allge- 
mein bekannt ist.) 

Wird aus ^ der Werth x =z a — fty m z substituut, so ist 

. »• 5= r* — (ja — — jf'; «<fo = ((a— — y)c%f = 0; 

Diess giebt in Verbindung mit ip, durch Elimination von o, 
die Variations - Curve q) ~ fix — ?/ = 0, d. h. eine auf i/» = 
(.r -\- 1(1/ — a) = 0 senkrecht stehende und durch den Mittel- 
punkt 0 gehende gerade Linie, oder eine auf A'F senkrechte Ebene, 
die im Durchschnitt mit der Kugelfläche einen grössten Kreis giebt, 
der alle Werths i6 in allen Parallelkreisen zu Maxima macht. 

Denn wird zd» noch einmal diiferenssirt, »o folgt zd^is s= 

— {ii^ -f- ^) (iy^j ein für alle Werthe von ft und dy negativer 
Ausdruck. 

Nimmt man jedoch z negativ, d. h. dieOrdinaten der Kugel- 
fläche, die unter der Ebene XY liegen, dann wird — zd^z -ss 

— 0''~h^)<^'> ^ ^ erhält negative Maxima derOrdinaten 
z der Psrallelkreise unter der Ebene XY^ wie auch aus geo- 
metrischer Betrachtung emleuchtend und allgeniiein bekannt ist 
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Fig, IL 




Beispiel IL 

cf) Gegeben ist die Gleichung: c^z^ 
r= (c'-f-j-'^)' — cy und die Bedingungs- 
Gleichiing tp = (x — a) = 0. (Die 
erstere Gleich nng stellt eine concav- 
convexe Fläche vor (Fig. II.) ; die 
Bedingungs- Gleichung x ^ 2. B. 
X :ss Or giebt den mit ZY parallelen 
Schnitt mon.) 

Die Parallol-Rchnitte wen, rj<ip ^c. 
haben in den Punkten c , s . . Maxinia 
von s (er, es wird die Variations-Carve Äcs gesucht, die 

8&nmtliche Maxima verbindet« 

Der Werth ss a in c*s* substituirt, und die Gleichung 

eV = (c» -t- ay ~ cY differenrirt, giebt %dz = --ydy = 0, 
also y z=z 0. Diese Gleichung giebt da' Axe ÜX; und der Durch- 
schnitt der Ebene ZA'init der gegebenen Fläche giebt dieVariations- 
Curve Ac8. 

Das zweite Differensial giebt: 9d*js =r — dyi*^ einen für alle 
poütiven z negativen Werth. Die Curve Acs giebt daher Maxima 
▼on z, d.' h. di^ Transversal- Curveii mcn, qsp . . werden von der 
Variations- Curve m z — AOy s ^ er, s = st . . im Maxhnums- 

Stande von z durchschnitten. 

ß) Gegeben ist die nämliche Flachen - Gleichung und die 
Bedingungs - Gleichung (y — 6) = 0. (Die Gleichung 

jf — 6 0 giebt Schnitte, die mit ^cs parallel sind, und es ist 
einleuchtend, dass diese im Axenschnitt AOY Minima von z 
geben mflssen, wie auch der Galcul zeigt) 

Es ist c'z^ = (c« -h x'O« - 

e*zdz = 2 (c* + x*)aB =s 0, also 0, d. h. der Axen- 
schnitt durch ZOK. 

Das zweite DifTcrenzial giebt für x -= 0 den Werth 2e'r/.r*, 
der unbedingt positiv ist, also ein Minimum giebt. — Die Variations- 
Curve ist die Curve YA. 



Digitized by Gopgle 



26 

y) Gegeben sind: die nämliche Flache und die Bedingungs- 
Gleichung = (^c+2f — Linien, welche die Axen 
X und Y unter halben rechten Winkeln durchschneiden. 

Der Werth y = o — a? substitoiri giebt: 

c^z.' = (c« 4- — c« (a — rr)«, 
c'iwis = ( 2 (c* 4- .t") x + c* (a — a:)) dx ^ 0, 
2 (c'^ 4- X + c* (a — jc) = 0. 

DiesB mit y z=: a — x combinirt giebt: 

Diese Variations-Curve ist eine Curve der dritten Ordnung, 

die bloss in den Ebenen (4- — Y) und X 4- Y) liegt, 
da i» ( sitiven Werthen von x negative Werthe von ^, und um- 
gekehrt entsprechen. 

Wird die TiansTersal •Curve untersucht, ob sie Mazima 
oder Minima Ton s giebt, so wird 

eHfd»» = (c» + 6aj«)dx* 

für alle Werthe von x positiv, so dass die Variationa- Curve 
(2 (c**' 4- X*) £c 4~ ^^y) — 0 Minima von z bestimmt. 

Zusatz. WQrde man die Variations-Curve statt ^^^^ 

aus sr 0 und = 0^ bestknmt haben, so wQrde die Gleidi« 

ung erfolgt sein : (2 (c* + rr' i r 4- ch/) (^ 4- (2 ( -4- j-^) a; 4- c^x')'^ 
= 0, deren einziger reeller Factor die oben gefundene Variationa^ 
Curve ist. Bemeriit wird, dass auch in der Bedingungs-Gleichung 
+ y — a) s 0 einem positiven w ein negatives y entsprechen 
mu88, wodurch die Richtung der Tnmsversal*Curven besthnmtwird. 

Beispiel HI '> 

Gegeben ist die Kegelfläche: = xy^. 

a) Die Bedingungs - Gleichung sei : {se + y — a) = 0 
(die Ldnicn ah, gh in Fig. III.), Der Werth o; = a — y in 



*) Lehmas «Aufgelöste Aufgaben Au^*be]. 
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fig, III, = xy* substituirt, giebt = (a — 

Diess mit ^ combinirt, giebt ^ixssy, 
die Variations-CnTve in der Ebene XT, 

Diese Linie bestimmt im senkrechten 
Durchschnitte mit der p^epcbenen Fläche 
die Gerade Or, weiche in den Transversal- 
Curven ac6, grh , . die Werthe 3 = ce, 
s =s m . . sn Qrössten maeht Denn 
3»H% (doy — 32^') dy noeb einmal 
differeni^rt, mid 3y s 2a sttbatitiairt, giebt 3^d^% =r — 2a<iy*^ 
was unbedingt negativ ist 

Zusatz. Die tangirende Ebene dieser Kogeifläche wird durch 
die Linien tk^ er bestimmt. Alle dz in der Linie tk sind Null; 
alle deren geometrischer Ort die mit tk parallele Linie pq ist, 
sind einander gleich (]m =- on = an . . = a -f-dap, während fl&r 

die übrigen Punkte der tangirenden Ebene die Werthe dz ver- 
schieden sind. 

fi) Die Bedingungs -Gleichung sei ^^ = (y' + a;*— = 0. 
(Diess Ist eine auf ZFsenlorechteOylinderflache mit kreisföimiger 
Basis, deren Kreise immer grOsser werden, und s&nmtlicb ihren 
Ifittelpunkt in 0 haben. Diese Cylinderfläcben durehschneiden 

die gegebene Fläche in Curven, die in bestimmten Punkten 
Maxioia von z haben. Welche Curve (Variations-Curve) ver- 
bindet alle diese Maxima? 

Wird aus Qleichung ^ der Werth von y in a substituirt, so ist: 

»• =: ir(r» — x*),* 3a»d» = {r^ — Sx^dx t= 0. 

Die Conibination von r' — 3t^ = 0 mit -\- — = 0 
giebt die Variations-Curve y =. eine durch 0 gebende 

Gerade. Der Werth Sz'^fßz — — 6xdx^ giebt Maxima für posi- 
tive X und negative Maxima für negative Xy denen auch negative 
s entaprechen. 

y) Die Bedinguiigs- Gleichung sei = 4o* — 2ax^ Fig. IV, 
(senkrechter Cy linder mit paraboii^hcr Baäiß, di« Curven jpc^^/c.. 
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3 P 



Welche Punkte ihres Durchschnittes mit 
der Fläche = xy"^ geben Maxima von 
; ,z in ihnen, und welche Variations-Curve 
. , verbindet alle diese Maxima?) 
\ Die QubstitiitiDn von ff* z= 4a* — 2ax 
V in »• = a;^' giebt 

^ s= 4a*flf — 2ax*; 3z*dii = (4o* — 4ax) dx 



Diese Gleichung mit ?/- combiiiirt, giebt y'^ = 2.r', y = x-/'2. 
Die Gerade Oc& ist die Variatlons-Curve im Durchschnitte mit 

gegebenen FUiche. Das »weite Differeozial ist unbedingt 
negativ, und darum sind die gefundenen Werthe - Variationftr 
Maxima. 

Zusatz. Obige Beispiele, die in Bezug auf verschiedene 
Flächen und verschiedene Bedingungs - Gleichungen in's Unend- 
liche varürt werden konnten , genügen zur vollkommenen Ver- 
deutlichung der. vorgeschlagenen Metbode. , . 

§20. 

' ZweUe VvtfaknmgHDeise, 
Diese unterscheidet sieh von der ersten nur darin, dass die 

Bedhiguiitys- Gleichung ?/)(.t, y, a) =rO sogleich diffcrenzirt wird, 

und dass die aus dtp — 0 ^ Mdx -p Ndy folgenden Werthe dx 

dz %z ' '' 

oder dff sogleich in da = + ^ <^ substituirt werden, wo* 



ox 



durch die Gleichuns (to=0, d. — ^^=0 hervor- 

. : dx N oy 

geht, aus der in derselben \^ eise, wie im ersten Verfahren, die 
weiteren Resultate abgeleitet werden, 

Ist in der Bedingungs- Gleichung ^ = 0 die willkürliche 
Constaiite a bloss durch Addition oder Subtractipn mit x und p 
verbunden, so verschwindet sie in dtp = 0^ und es wird die 

Variations-Curve unmittelbar aus ^ — Ndy ^ 6^^^^*^ 

Ist hingegen a durch Multiplication oder andere Operation mit 
X und y verbunden, dann kann sie erst durch Combination mit 
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der Gldichimg tft ^ 0 elimhort werden, wie bei der ersten Ver- 
fehrungeweise. Wird sie aber nicht elimiiiirt, bo giebt äie eine 
Anflöeung, die dem Probleme singülSr, d. h. für jede Conetente 
a genügt, eine Auflösung , die sich nur VariAtions^Function gerade 
80 verhält, wie sich die singulären Integrale eu den Tonständigen 
Integralen der Differential -Gleichungen verhalten. 

Beispiel 1. In § 19, III, sind gegei»en; 
s'' = jEy" und xp = 0 = — r*. 

Eb wird iUff ^ 0 SS xdx yäy^ und ydy = — xdx in 
aa'da z=: y^dx + Sasyäy subetituirt, giebt (y»— 2««) äx z=z 0, 
aJso = 2a;«, y = «iT^, wie Oben. 

Beispiel 2. In § 19, III, j', sind gegeben: 

= xy'^ und tp = 4a* — 2ax — = 0. 
(Up •= üdx -\- ydy = 0. 
Diese in 'Sz^da ^ y'^äx + 2xydy s= 0 substituirt, giebt 
y* — 2ax — 0. 

Diese Gleichung giebt in Combination mit Gleichung y' = 
4a^ — 2ax die früher gefundene VariationsoGurve y X;/2. 

Zusatz. Die Gleichung mit der willkürliehen Constante 
2ax (Parabel) verhält sich zur Variations-Curve // — x/ 2, 
wie sich bei der Integration der Differeuzial- (Jlcichungen die 
singulare Stammgleichung zuni vollständigen Integral verhält. 
B^e Lösungen genügen der geometrischen Anforderung; 
denn die Durchschnittspunkte aller ansammengehorigen Parabela 
(pc und Oc); (Xk und Ok) bestimmen alle Punkte der allgemei- 
nen Curve Oek» Doch als Väriations-Curve kann nur die 
allgemeine Gleaehnng y = x^2 gelten. 

§21. 

Dieses Verfahren hat den Vorzug, dass es auch sogleich 
angewendet werden kann, wenn die Bedingungs- Gleichungen 
^ =5 0 ausser x und y noch ihre Differenzialien enthalten, Be- 
dingungs- Gleichungen , bei denen Substituüünen im öinne der 
ersten Verfahrungsweisc unmöglich sind. 

Wird z. B. gefragt: Welche Curve auf der Fläche z z= f(x, y) 
hat die Eigenschaft, dass sie in allen Funkten Maxima Minima 
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von z für ihre Normal -Schnitte giebt, d. h. fiir alle Schnitte, 
dia in jedem Punkte auf ihrer Tangente senkrecht Btehen^ aUo 
eine veränderliche Richtung hnben? 

Die Bedingungs*- Gleichling t// ist in diesem FaUe 

worin die Ordinalen ^ und 17 für die Normale, und x und y für 
jeden Punkt der giBsuchten Curve gelten. 

Das dabei eiiusuhaltende Verfahren gründet sieh auf den 
Lehrsatz, dass fOr die geforderten Normal- Schnitte der Werth 
dz gleich Null unrd, und dass sich fftr diese Richtung der Trans- 
versal - Curven die bisher willi&rBchen Zunahmen dy, dx wie 

— y) — ^) verhalten mOssen. Denn nur dadurch , dass 

diese xVbhängigkeit von dx und dy gesetzt wird, wird bei Normal- 
Öchnitten das Differenziol dz = 0; für jedes andere Verhältniss 
von dy und dx behält auch bei JNormai- Schnitten da einen will- 
kürlichen Werth. 

Dadurch geht die totale DÜFerenzial- Gleichung von y in 



dz 



folgende über: da = — ^) + (9 — y) = 0. 

Diese mit der Noimalgleichung: (| — x) dx + (tj y) dy 0 
giebt; -gl S (7 -y) =0; oder g I = O. 

Aus dieser höchst (üijtücheii dieichung wird die Variations- 
Curve unmittelbar durch Integration bestimmt. 

Beispiele. 
L Auffindung dsr Vari«tioM>Faoetion« 

1. Welche Curve auf der Kugelfläche bildet mit allen ihren 
Nonnal- Schnitten Maxime Minima von »f 

(Man weiöö a priori, dass jeder grösste Kreis der Kugel- 
fläche seinen Parallelkreisen gegenüber diese Eigenschaft hat, 
und diess zeigt auch der Calcul.) 

Wird aus »' =: r* — a?' — y', ^ ~ ^ " * 
^ ^ ^ ^ = ^ subsÜtuirt, so folgt: — y + =: 0, woraus 
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— ^ ^ und Jogyzshgm'^-loga, y s oa? abgeleitet wird. 

Die Gieichung y •= ax drückt aber jede durch den Mittelpunkt 
der Kugel gehende und auf XF senkrecht stehende Ebene aus, deren 
Durchschnitt mit der Kugelfläche jeden gröseten Kreis gieht 

2. Welche Curve auf der FISche: «• xy"^ giebt mit allen 

ihren Normal -Schnitten Maxima Minima der Ordinate 

Die Substitutionen von und ^ in ~ — ^ ^ ss 0 geben: 

Vy ox vy oxdx 

Syx — = 0. Daraus findet nuin durch Integration 2ä?'—y^ ss eK 

Diess sind Hyberbeln, die mit der gegebenen Fläche die 
Axen X und F gemeinschaftlich haben, die Constante c mag so 
gross oder so klein sein , wie immer. Der besondere Fall : c = 0 
giebt 2x* — y^ = Ö, y = Xy^2 , die schon Oben gefundene Curve. 
Diese ist die Asymptote sämmtlicher der Aufgabe entsprechen- 
der Hyberbehi; in ihr, als einer geraden Linie, sind allerdings 
die Normal-Schnitto parallel (wie in der früheren Aufgabe ver» 
langt wurde) , während sie bei den Hyperbeln je nach der Krümm- 
ung der CuTven in allen 'Punkten versohiedeae Bichtungen an- 
nehmen. 

II. Unterscheidung des Maximums vom Minimum. 
Zu diesem Behuf e bestimmt man das zweite Differenadal 
von «, aber nicht etwa für die gefundene Variations- Curve, 
sondern für die Normal -Schnitte, denn in diesen haben die 
Qrdinaten s absolute Maxima Minima. 

1. Kugelfläche. 

In die Gleichung der Normale : ( ^ — x)dx -{-(jn — y)dy = 0 
die Werthe dx und dy aus y = ax substituirt, folgt (5 — x) 
-|- a (ij — y) ^ 0, worin |, die Veränderlichen sind. Diess 
mit der Gleichung der Kugelfläche: = r* — |* — ij* combinirt, 
giebt: 

»» =2 f» — (a — «(jy — y))* — ly*; 

idbas —(x^ttitj—yya + ijydtj; wä^e 9» ^ (t^ + 1) dy\ 
dnen für alle Werthe von a negativen AusdrudE, aus dem 9 als 

Maximum erkannt wird. 



Digiiizixi by CüOgle 



32 

2. Die Fläche = xy\ 

Die Substitution von ^ aus: 2»* — y* = c', 2xdxB — ydy = 0 
^ = ^ ij|(J-a:)dx + (,y~y)<%r = 0 giebt: + 

— (17 — y) =0. DiesB mit der Gleichung «• Jjy* com- 

y 

binirt, giebt: 

^ (3* - r^i 3z^d» = (ß^^— ^) = 0; 

Aus Gleichung 3z'^dz = 0 den Werth z=z y substituirt, 
giebt : Bz*<r*z — (6x — 12x) di/^j was unbedingt negativ ist Die 
Variations-Curve giebt daher Maxima von 

§ 22. 

Zusatx 1. Wenn statt der Konnale eine andere v(m der 
Krümmung derCurve abhingige Bedingungs-Gldichung gegeben 
istf z» B* eine Linie, die mit der jedesmaligen Nonnale euien 
bestimmten Winkel macht: (if — x)dx a (f^ — y) dy = 0, so 
bleibt das Verfahren ganz dasselbe. 

Es sei z. B. gegeben: = xi/^ und y = — x) -j^ 

2(17— y)dy =s 0. Es folgt dann: — "^^M-a? = 0; a;»— y*= c*, 

eine gleicharmige Hyperbel, und singulär die Asymptote, .c =rr qry. 
Die Probleme dieser Art können überhaupt in^s Unendliche vanirt 
werden. 

Zusatz 2. Ist die Normale die Bedingungs-Gleichung 
so folgt: ^ ^ ^ ^ = ^ als Gleichung der Variations-Curve. 

Für andere Bedingungs - Gleichungen erfolgen andere End- 
gleichlingen und für öfter vorkommende Functionen können die 

Endgleichungen der leichteren Uebersicht willen sogleich voran- 

dz 

gestellt werden. — Nichts hindert, dass der Factor von ^ (der 
lur die Normale gleich ^ ist, und den wir allgemein mit F 
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bezeichnen wollen, irgend eine Function von (x,^,(ix,dy,dl*y ..) 
ist Der ganze Unteischied besteht darin, daes man in solel|en 
FSUen eine Differenaial - Oleiehung des aweiten, dritten oder 
bdheren Grades erhSlt, die integrirt die gesuchte Variation giebt. 

Ist z. B. statt der Normale die Parabel gegeben: ti =(§ — «) 4" 

+ (^7 — y) ^1 + T — y'O = ^ Normale tang^ende, 

und auf der Curve in jedem Punkte senkrecht stehende Parabel), 

dz 

so wird^ ans n der Ausdruck — x) in ds ^ — «c) -h 

|(,-,) = 0«.b«itairt:|-|(| + .g)=0. 

Für die Fläche ss geht diese Gleichung in die homo- 
gene Differenziai- Gleichung 2xda^ — ydxdy — y^dPy Uber* 

Durch die Substitutionen: 2f = ^ > =^ ^ ^ 9 

sie auf die Differemdal- Gleichung ersten Grades: (d — iip)dii :s 
(|iuF -^u^) dp surfickgefOhrt, deren Integration die Yariations- 
Curve giebt. 

S sa 

Beweis der vorhergehenden Lehrsätze, 

Sind die Gleichung : « = y) und die Bedlngongs* 
Gleichung: tff(x,if,ä) =r 0 gegeben, und legt man der Grösse a 
nur einen emzelnen Werth bei, so ist das Problem einfadi fol- 
gendes: Es soll das absolute Maximum oder Minimum von s als 

efcer Function von nur einer Veränderlichen gefunden werden, 
(da liiaii aii8 3 =• /(a;, ?/) mit Hilfe der Bedinpungs - Gleichung 
H^ip^il/y^) — ö eine Veränderliche eliniiniren kann). Insoweit 
ist die Aufgabe eine gewöhnliche Max imtims-Minimums- Aufgabe, 
und ist im Differenaial-Calcul unztthligemal behandelt worden. — 
Auch die aus dem zweiten Differensial d*m folgenden Criterien 
sind die nämlichen, wie bei den gewöhnlichen Aufgaben über 

M^^ltpiiin und Miwimfiin- 

Geometrisch interpretirt geben die Gleichungen: z =:f{x,y) 

und (a^j^j a) ssO eine Curve, deren Projectionen aul den£be- 

s 



Digitized by Google 



94 

nen XZ und YZ durch die Gleichungen z ■=if(x, a), z = f (?/, a) 

bestimmt sind. . Die Werths dz ^ 0 oder dz =0 m Verbiadmig 

X y 

mit cf'is =: =p oder d^z =F> bestimmen die absoluten Maxima 

« ' .y 

oder Minima in den Projections-Curven, wie aus dem Differen»ial- 
Calcul bekannt ist, und keines weiteren Beweises bedarf. Diess 
gilt für jeden einzelnen Werth , den man der willkürlichen Grösse 
a beilegt) & B. für alle Kreise einzeln, ihre Radien mögen so 
gross oder so klein sein, wie immer , da die Resultate ganz un- 
abhängig von der willkürlichen Grosse a gefunden werden. — 

Nun giebt d2 = 0 die Grösse x durch die Constante a ausge« 

X 

drückt, {x =s Fa)^ eben so <te := 0 die Grösse y durch die Con^ 

^tanje a ausgedrOckt, {y = <Z>a). . Indem man durch die Ver- 
bindung beider Qldchungen, oder durch ihre Verbindung mit 
•tjj (j;, y,a)-=0 die Constante a eliminiri, erh&lt man eine Function 

zwischen x und {(p {Xj y) = 0), welche alle absoluten Maxima 
oder Minima der Functionen =r /(«t-, y) und x})[,x^y,a) = 0) 
enthält. Die Functionen (s ==: / (x, ?/) und il'(x, i/,a) — 0) aber 
repräsentiren ein System continuirlich aufeinander folgender Func- 
tionen, wenn der Constante a beliebige continuirlich aufeinander 
folgende Werthe beigelegt werden. .Setst man in gt{x,y) = 0 
X SS Fa, dflfan folgt y s 0a, weil gt y) ^ 0 aus den beiden 
Gle&ehungen x Fa und y ^ 0a abgeleitet ist. Kon ist Fa 
jeder beliebige, vön tp {x, y) ^ 0 unabhängige Werths es 
folgt daher für jeden beliebigen Werth x oder y derjenige Werth 
(Da oder Fa, der z zu einem Maximum oder Minimum in der 
Function: {z — f{x,y) und i//(a;, a) = 0} macht Diess ist 
aber die gesuchte Variations-Function , oder geonictriseh: 
d^ Ort aller Maxima Minima der nach irgend einem Gesetzte 
aufeinander folgenden Transversal- Curven, und diess ist auch, 
was in dem hiatoiisch vorliegenden Variations-Calcul gesudit wird. 

Der Beweis fttr die nach dem ssweüen Ver&hren abge- 
leiteten Resultate ist derselbe und kann noch durch Folgendes 
adäotert werden: Die Variation wird allgemein durch die Be^ 
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dingungs-Glcichoiig: d« = — {x, y, djc, dy^(ry . ,) "ss 0 

bestimoDty uod c(« ss 0 seigt an , da» «in MftxiiHMm odor Mf"¥"!^iN 
ttberhaupt stattfindet» Weil nur eine qiaichvngj aber swei 
VeriSnderliche gegeben sind, so wird nicht ^ einaelner Werth) 
sondern ein ganzes System aufeinander folgender Maxunums- 
nnd Mininrams- Werthe bestimmt Functionen von solcher Eigen- 
schaft sind aber Variationä-FuQctionen. 



§ ^ 

Erörterung über die Bedingwugs- Gleichung dx =^ 0, d* h, x =s c, 

iooraus im totalen Dijjferenzial ti» =: dx -j- ^ dy z=t 0 (da dx 

dz 

=s 0 ist) von sdiat die Vwiatiot^-Gkichung ^ = 0 folgt. 

Die vorstehende Bedingungs- Gleichung giebt in vielen FUlen 
entsprechende Besidtate, in vielen aber auch nicht, s. B. nicht 

in a' = in = a;y*, und in unzählig vielen anderen, wie 
der Calcul zeigt. Und in der That geben für £c = c die Parallel- 
Schnitte mit YZ Parabeln von den Cilelchungen ~ cy , — cy* 
u. 8. w., die immer wachsende ^, also für keinen Werth von y 
ein Maximum oder Minimum haben. Wohl aber geben andere 
willkürliche Bedingungs- Gleichungen z, 'B, x ßy ^ (b brauch» 
bare Resultate und Variatlons-Cnrven. 

■ 

Da jedoch im bisherigen Variations- Calcul miter den un- 

endlich vielen möglichen Endgleiehimgen der Ausdruck ^ = 0 

als die einzig mögliche Variations-GIeichung genommen wird 
(bei der man also x 'sz c, d. h. den Parallel- Schnitt mit YZ 
unbewasst voraussetst, und auch wiiUich darnach verführt, 
indem man. bei der Differemdrung von da die Grösse x ak Con«- 
stante, demnach x als gleich e behandelt), so wollen wir eines 
der hleher gehörigen und schönsten Beispiele des bisherigen 
Variations-Calculs analysiren, damit dieser Punkt allseitig erör- 
tert werde. - - 
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Strauch') und Steg mann') haben das Problem aufge- 
stellt und gelöst, ,,die Curve zu finden, die in jedem ihrer Pnnkte 
das Prodnet der Ordinate vmA der mn die Ordinate verminderten 
Ahscisse grfieser maeht, als es an der nämlichen Abscisse irgend 
eine andere Curve machen kann**. 

Das Froduct y{x — y) sei gleich so kann ü = cz, =2% 

= — etc. sein. Es sei Og die Curve, die CT = {Ob — hg) 

c 

in allen Punkten zu einem Maximum macht (Fig, V), 



Fig. K 




V U 

Aus 5- = 0 folgt X — 2y z= 0; also 

die Gerade von der Gleichung — 2y = 0 
(die Idnie Og) ist die verlangte Curve. 

Dass die gefundene Curve ein Maxi- 
mimi gebe, folgt aus dem zweiten Dif- 
ferential. Denn a; = 2c in V substituirt 

(da X als constant durch = 0 un- 

bewusst vorausgesetat wird), ^ebt ü = y {2c — t/); dU 
S(c — y) dy (also y = c), d^V = — 2c(/, ein Ausdruck, der unter 
allen Bedingungen n^ativ ist, also ein Maximum charaktezisirt 

Die schöne geometrische Ausführimg, dass die Lösung x — 2?/ 
richtig und auch bekannten geometrischen Lehrsätzen enibpiecheiid 
ist; verdient bei Stegmann nachgelesen zu werden. In der Tbat 
wird für o; = 2^ das Product y (a? — = y . y = 3^, ein 
Quadrat, und diese ist unter allen Rechtecken von gleichem 
Umfange dactjenige, das den grSssten Inhalt hat 

Und dennoch ist die Lösung nur eine singulare; denn wo 
ist im Problem die Bedingung gegeben, dass der T rmfang 2 {x — y) 
■^2y = 2x ^ 4y und das Product gleich y^ sein müsse? Diese 

d» 

folgt allerdings unvermerkt aus ^ :=0, und diess aus x^2e. 



*) Strauch Variations -Calcul I. pag. 357. 
^) ätegmaon Yariatioos-Üechniing §. 12. 
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Werden aber andere Bedingungs - Gleichungen genommen, so 
folgen andere Auflösungen. Wird z. B. x -\- y =: 2c als Be- 
dingungs -Gleichung gesetzt (was die Gleichung der Linie 6c ist)^ 
so folgt die Vaiiatioiis-Curve: x:siSy (die Gerade Qc in Fig. V.). 

4 

Oder die Bedingungs-Gleichung: sc — ^ ^ = (2. B. die 

Linie hh) giebt die Variations-Curve 5x ~ die Gerade Oh. 
U. 8. w. 

Da jedoch in diesem Beispiele, wie es gestellt ist, 

aus -= 0 das Quadrat, aus den übrigen Gleichungen nur 

^ W 
Kechtecke hervorgehen, so könnte es scheinen, dass = 0 

allein das wahre Maxirngm, und aUein die wahre Variations- 
Corve gebe. Diess ist aber nur Schein. Denn wird das Rechteek 

durch a::y ausgedrückt, wie man das Beispiel auch stellen 

kann, dann giebt nicht die Qleichnng ^ =0, sondern die aus 

der Bedingungs -Gleichung x -j- y = 2c hervorgehende Variations- 
Gleichung dlJ = (c — y)äy zzz 0, das Quadrat als Resultat 
Oder wird nach dem grössten Parallelopipedum von derGleichmig 

xy* gefragt, dann giebt nicht ^ = sondern die aus der Be- 

dingnngs - Gleichung x ^ 2y ^ 2e hervoxgehende Gerade den 
Cubus als Resultat 

Man hat sich also das Problem U z= y {x — y) so vorzu- 
stellen, als ob gefragt würde, welches grösste Rechteck kann in 
Ellipsen oder Hyberbeln eingeschrieben werden? Unzählig viele, 
wird die Antwort sein, je nach Verschiedenheit des Verhältnisses 
der grossen und klehoien Axe der Ellipsen oder Hyberbeln. -Siad 
die Axen einander gleich, dann entsteht das Quadrat als das 
grösste Rechteck; in den übrigen Füllen aber nicbt, sondern 
es entstehen die den Axen 2a und Slb entsprechenden Rechtecke. 
Welches Resultat geAmden wird, das hangt einfach von den 
Bedingungs - Gleichungen ab. 
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§ 25. • 

Man kann das gegebene Beispiel noch von einer anderen Seite 
fassen. Beseielmel « den Winkel, den in Flg. V. die Linien ba, be, 
bg, lA. . mit OX machen, so ist, Ob -= ie gesetzt, y sin t; 
jc = 2e — to eosv (wenn w die Abscissen für die Ordinate » in 
denUnien&e, bh etc. sind, und ihren Anfangspunkt in b haben)* 

Pann ist = 1/ = y {x — y) = 2cw sin v — to* sin ü {sin t? -f- cos «). 

l^mt man eine bestimmte Gerade, s. B. frcj dann ist v con- 
fltant «nd ee wird Ms ^ 2(cs9nv — lo BSnviskiv cos9)) duo^ 
(on Ausdruck, der fl|r ein Maximnm Minimum gleich Null ist 

Daraus -mrd w = ; . 

Bas zweite Dilferenzial von U ist unbedingt negativ; es tritt 
daher ein Maximum ein. 

• • * 

Setit man « ^tt, smv s 2, oos « ss (1, so whrd 10 = e^ 

y = c, X = 2c, also X = 2y, die Cunre, die aus der Gleichung 

dü 

— ^ 0 liolgt Nimmt man aber beliebige andere Werthe Ton 9, 

V ^n, v^^if etc., so folgen andere Curven, ab: x=z3y 
etc» etc. 

•^iiin schdnee Yariations - Problem entsteht nodi, wenn man 
die Aufgabe stellt, die Curve zu finden, welche alle Maxima- 
Ptankte: ej g, A.. (Flg. Y.) Terbindet Diese Curve ist die 
Gerade: rh, deren Gleichung: x — ^ = c ist, wie eine leichte 

Rechnung zeigt. (Man hat unzählig viele Auflösungen desselben 
Problems, so lange die Bedingungs- Gleichung nicht gegeben 
ist. In diesem Falle ist eine singuiüre xinf lösung jederzeit richtig, 
aber es ist ein Irrthum, wenn man sie für die einzig mögliche 
d. h. für allgemein nimmt) 

So lange die Bedingungs - Gleichungen nicht gegeben sind, 
ist jede L^nng gleich gültig; sollte aber etwa in einem gegebenen 
Integral -Ausdruck: fVdx die Bedingungs -Gleichung versteckt 
gegeben sein, dann kann allerdings eine beliebig gewählte 

Bedingung «. B. o; = C; = 0 mit der bereits im Probleme 
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fVdx enthaltenen Bediriijjun^ im Widerspruch stehen, und 
dann müssen die Schwierigkeiten auftauchen, mit deuea der 
Variatioiis-Calcal au ikämpfen hat 

§ 2C. 

Ueberblicken wir die gewonnenen Resultate, so erkennen wir 
drei verschiedene Variations- Elemente, deren Comlnaationea cadi 
Terscbiedene Aufgaben hervorrufen. Es finden sich: 

1) die Flächen -Gleichung, fix^y,z) 0, die aoeb dl« 
Function der unabbSngig Yerftnderlichen beissen kann; 

2) die Transversal - Curve (Bedingungs- Gleichung) ip {x, y) 
t=r 0, für welche alle Werthe der zu findenden Variations-Curve 
absolute Maxima Minima von z sind; 

3) die Variatians-Curve, 9>(a>jy) » 0, die Hauptcurve oder 
Hauptfunotion. 

Von diesen drei Elementen können entweder je eines, oder 
je Bwei, oder alle drei gegeben s^n. *^ Ist bloss ein Element 

gepiebcn , dann ist das Problem unbestimmt b. R IT'» / (x, y), 
z'-^ =: xi/^ etc.; es gicbt unzählig viele der Aufgabe entsprechende 
und {genügende Auflösungen; und erst, wenn ein zweites Ele- 
ment, ^ ( X, y ) = 0, oder ip ( x, i/ ) — 0 hinzukommt, wird die Auf- 
gabe bestimmt.. — Sind aber alle drei Elemente gegeben, dann 
ist die Aufgabe überfüllt, gerade wie bei Gleichungen^ in denen 
weniger unbekannte Grössen als Gleichungen g^ben sind* Das 
Problem kann in diesem Falle nur dann widerspntchsbs sein, 
wenn dne der drei gegebenen Gleichnngen ohnehin als Besultat 
der beiden anderen erscheint. 

Der erbte Fall, dass bloss ein Element gegeben ist, wobei 
das Problem unbestimmt, aber doch widerspruchsloB bleibt, 
verursacht den bisherigen Variations-Theorieen einige Verlegen*» 
heit, und tritt bei ihnen da m, wo iütegrable Differenaial" 
Ausdrücke gegeben sind, von denen man gleiohwobl ohne weitere 
Bedingung Variations^Besnltate verlangt 

Z. B. BJ« wird die Function i^i (x^y) =r- 0 gesucht, für wel- 
che U f {ydx {x — 2y) dy) für alle Werthe von x und y 
Maxima smd. (Da /(ytiac + (x — (iy) für Bich intsgrsbel, nÄm»- 
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lieh gleich y [x — y)^ ist, so ist U im Ghnmde dasselbe Problem, 
das § 24 analysirt wurde , es i.st das Rechteck zwischen der Ordi- 
nate und der um die Ordinate verminderten AbsciBse. 

Da der gegebene Diffefensial'- Ausdruck für sich int^prabel 
ist) so wird IT = jr(« — y); es wird ein Litegiel gefunden, wo 
man eine Yarialions-Fanetian sadite, und die Operation bleibt 
natHrlicb stiDe sieben, weil nnsSMige LSeungen mOgUch sind, 
nnd Iceine einsige yerbmgt ist Stellt man idcb aber selbst dttrcb 
Einfüiirimg von Beduigungs- Gleichungen \p[x^y) z.B. 

ff-f-oy^ft, y = ü, etc^ ein beliebig bestinuntes-F^ 

blem, dann kann der Caicul eingreifen und das Problem zum 
Schlüsse führen. 

Warum die bisherige Theorie ein und dasselbe Problem, 
je nachdem es in bloss yersebieden scheinenden AnsdniclLen 
gegeben ist, (denn ü^y(x — y) und CT =/(ydbp4' — ^) <%) 
flind in der Thai nicht TerBcUeden), behandeln nnd wieder nieht 
behandeln kann, dafOr findet Mk kern Grand in den historieoh 
vorliegenden Thatsachen. 

§ 27. 

Gehen wir zu dem einzig fruchtbaren Gebiete der bestimm- 
ten Probleme Ober, so sind folgende Gombinationen nri^Hch: 

L Gegeben sind: die Function der unabhing^ Verftnder- 
lichen, und die Bedingungs-Gletchung; gesucht wird dieVariations- 
Gleiehung. Diess ist Gegenstand des Variations-Calculs im streng* 
sten Sinne des Worts , und alle bisher behandelten Beispiele ge- 
hören in dieses Gebiet, 

TT. Gegeben sind: die Function der unabhängig Veränder- 
lichen und die Variations-Gleichung; gesucht wird die Bedingungs- 
Gleichung — ein bisher noch nicht behandeltes Gebiet, es sei 
denn höchst spedeU bei einigen Untersuchungen über die Grena- 
werthe der Variationen, nnd anch da in anderem Sinne^ 

nL Gegeben smd die Varialiona-Gldchang und die Be- 
dingungs-Gleiohung ; gesucht wird die ihnen entsprechende Func- 
tion der unabhängig Veränderlichen — ein bisher noch nicht in 
Untersuchung gezogenes Gebiet. 
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Da es sich crcgenwärtig «m die Grundlegung, nicht aber 
um die vollständige Durchführung der Theorie des Variations- 
Calculs handelt, so können hier die Untersuchungen über II. und 
III. Gebiet höchstens berührt, nicht aber erschöpft weiden, damit 
sieh das sicher und fest gestellte Ziel nicht aus dem Auge ver^ 
liereu In der Theorie selbst müssen diese Untersnchungeii voU- 
stSndig durchgeführt werden, um so mehr, ak sie einiges Liebt 
auf sehr ^unUe PasÜdeea des Integral-CSaleuk werfen. 

g S& 

Um den Gang der Untersuchung IL anzudeuten, so ist ge* 

dz dz 

geben: 1) z = f{x, y), also auch de =: + 

2) die Variations- Gleichung: q>{x, y) — 0. 

Z. B. = x^, also auch: Sa^dz = y*(lx + 2xydif und die 
Variations -Cnrve: (y — x) = 0, Aus letzterer bildet man durch 
Multipllcation die Gl^hung: ydar xdx as 0, nnd sucht, welcher 
Werth dx statt dy substituirt werden muss, damit ydx — xdm sO 
mit d9*ds =B ^dx -f 2xydy =r 0 übereinstimmt 

Wird die erstere Gleichung mit y miiltiplicirt , so wird 
y'dx — wydx = y*dx-^2xydyy demnach — dx z= 2dy, uud durch 
Integration wird: x + % — e =^ 0 =s tp, die Bedingungs- 
Qleichung gefunden. 

Es bandelt sich also allgemein darum, ans der VariaMons- 

Gleichung q) 0 js. B. x — y=rO die Differenzial- Gleichung 

^dx = 0 oder q>dy = 0 herzustellen und durch Multiplication 
von intcgrirenden Factoren po wie durch die Substitution: dy — 
F{x, y, dx) die gegebene Variations- Curve y = 0 auf den eben- 

&ll8 gegebenen Ausdruck : ^(^-^ ~^ dy ^ bringen, Operatio- 
nen, die bei den reichen Hilfsmitteln des Iiitegral-Calculs jeder-' 
zeit möglich sind. 

Die Unterschddung des Maximums vom Minfmum durch d^z 
wird dann nicht aus der gegebenen Varialions Gleichung, 
sondern aus der gefundenen Bedingung« - Gleichung herge- 
leitet, gerade wie im L Gebiet dieselbe Unterscheidung nicht aus 
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der getuiidencii Variations-OleichuiijC , sondern aus der ge- 
gebenem Bedingui^-Ol^huDg hergeleitet wurde. 

§29. 

Bei den Problemen des IIL GelnetB soll die Gleiefaimg der 
mmhliKngig VerSsderllelieD: » zss f(x, y) aue ^ (0, y) as 0 lod 
ifj (Xy y) ^ 0 jgsefbnden werden. 

Aus ff (x , //) = 0 wird durch Multiplicatlon von Factoren 
die Gleichung M cp {x,y) dx =: ü gefunden, die dann durch Sub- 
stitution dx —. {(n{x, y) )dy, { ein Ausdruck , der aus tp{x,ij) — 0 
hergeleitet Wird,) in die DMferenzial- Gleichung: r{Xfy)äse-\- 
^PlXf y)dy ^ 0 nmgewandelt werden mvss. - 1 : 

dz dz 
^ g^, P(flP,y) = ^ gesetzt, geht die Differenzialr 

9z dz 

Gleichung der Function z hervor: (/a = 4- ^ > deren 

Inlegration ^e gesuclite Function der unabbiagig YMndeit^ 
lieben giebt 

Beispiel zur Erläuterung. Gep^ehon seien: (f — y — x=0; 
il» X -j-Uy — c = 0; tjesucht wird: F(ß^ z=: fix,y\ Aus 
€p ~ 0 wird Mqxix = 0, hier y'dx — xydx = 0 hergestellt; aus 
dip folgt <te = — 2dy. Diess in — xydy substituirt, giebt: y^da; -f- 
'\-2xydy = dz^ deren Integral x;/* — 3 (oder allgemein ä F(s)) 
die gesuohte Gleichung der unabhängig Veränderlichen ist 

NatSrlich findet man hier, wie bei jeder Integration, Gleich* 
ungen die allgemeiner' sind, als die etwa in ebiem beson- 
deren Beispiele vorausgesetzten. Diess erläutert auch der Integral- 
Calcul. . , . 

§ 30. 

Wenn in den gewöhnlichen Yariations-Theorieen hieher ge- 
hSrige Beispiele nnr mit singnlärer Lösung angetroffen werden, 
' so ist nun im Vorausgehenden ein ungesählter Keiehthum von 
Problemen und LSsungs-Methodeii aufgeschlossen und bewiesen. 
Von hier aus sehreiten wir auch za den Variationen der eitifaeh'en 
Integral -Ausdrücke von der Form: fVdx^ in denen V eine Func- 
tion von (x^ y, dx, dy, d*y . .} ist, Untersuchungen, mit d^en wir 
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das reichste und ausgezeichnetste Gebiet des Variations-Calculs 
betreten. Zwar scheint der. natürliche Gang zu verlangen, dasa 
Buerst Ausdrücke von der Form: s y, dx, dy, d*y . .) unter»- 

sacht Mrerdfflti, weil in ihnen neben den unabhängig Veränder- 
Uchen wohl ihre DiffereiuBialien, aber noch kern Integral-Ausdruck 
enthalten ist* Aus Gründen jedoch ^ die später entwickelt werden, 
stellen wir die Untersuchungen Uber den Ausdruck: fVdse voran, 
wie denn auch Probleme dieser Form lüstorisch das erste und 
lauge Zeit das einzige Gebiet des Variations-Calculs waren, so 
dans noch Eiiler die Möglichkeit, Ausdrücke von der Form mit 
blossen Differenzialien : a =r /(ar, y, dx, dy, d*y . .) als Variations- 
Probleme zu behandeln, aus sehr triftigen und bisher noch nicht 
widerlegten Gründen bestreiten konnte* 
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m. 

Variation der Integral ~ Amdrücke von cUr Form: z ~ fVdx, 
worin V als Function von (a, ^ • *) gegeben isL 



§. 31. 

Die Probleme dieses Gebiets erscheinen in so einfacher 
Gestalt , dass sie fast unangreifbar sind , wie sie denn auch lange 
Zeit hindurch alle Bemühungen der Wissenschaft illusorisch ge- 
macht haben* 

Im Ausdrucke: » = JVdsß ist weder die Function der unab- 
hängig Veränderlichen: is s=: fQc,y), noch die Vaiiations- noch 
auch die Bedingungs -Gleichung gegeben, wohl aber von jeder 

so viel, dass die Probleme ihrer Natur nach bestimmt sind. Denn 
z = f(T^y) ist im Problem: z = fVdr als zu findendes Integral 
vorhanden, und auch die Variations- Gleichung rf (x, ?A — 0 ist 
in 80 weit gegeben, dass in Vdx das Differential dy durch dx 
ausgedrückt erscheint ^ 

Da nämlich in äz ^ — dx 4- rr- dy getrennte Ausdr&cke 

dx ' vy ^ 

mit den Factoren dx und dy sind, während in Vda; der einzige 
Factor dx vorkonmit, so muss aus d (q> (x, y)) = 0 bereits 
in ds substituirt sein , wenn das Problem ab Variations-Froblem 
gelten soll — Endlich die Bedingungs-Gleichung tff (x, ^) = 0 ist 
|n so wdt angedeutet, dass die Substitution (x, y) :s 0 in a 
das Differenzial dz gleich Null macht. 
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Wie soll man nun die Atif2;abe anfassen , wenn man nur im 
AUgememen weiss , dasa van jeder der drei Gleichungen etwas 
gegeben ist, nicht aber was gegeben ist, noch auch wie das 
Gegebene rar Auffindung des Geenchten na verweriiien ist 



§ 

Die berühmteste und unzShligemal behandelte Aufgabe diesor 
Art, die Auffindung der Brachystochrone, ist so allgemein be- 
kannt,. dasB wir uns in ihr ori^tirenf und TieUeicht den Weg 
BOT aUgemdnen Auflösung ünden werden. ^ 

Der analytische Ausdruck des Problems ist: s s J* ^^I^^ -dx^ 

y X 

und es soll die Function: g^(xj y) = 0 gefunden werden, die z 
Tut alle Werthe von x und y zu einem Maximum Minimum macht. 
Worin besteht nun die Auflösung? 

Wenn V allgemein gleich /(«^ Vi p9 9*0 ist» so ist hier 
V = ^y^f . Indem man V difi'erenzirt, erhält man 

und wenn man daraus die Gleichung : — ^ + . = 0 

bildet 9 so giebt die Auflösung dieser Gleichung die gesuchte 
Variation y (x, y) = 0, 

Im gegebenen Beispiele ist F= , demnach: M = 

woraus p«a Ä«(l+p»), p = jT^^JJ ^= |/^^ ^ 

eine Gleichung^ die integrirt, dieCycloide giebt, wie allgemein 
bekannt isL 

Diess ist das eben so schöne als allgemein anwendbare Ver^ 
ffthren bei Behandlung dieser Probleme > das Tom Aii&nge an 
tingehalten wurde, und das Suler im Jahre 1744 in seiner ganzen 

AUgemeküieit bekannt gemacht h&t. 
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Aus \ie\en Umständen Aveiss mAn^ dass an der Richtigkeit 
der durch dieses Verfahren gewonnenen Resultate nicht gezweifelt 
werden könne; aber dea genuinen Grund, warum man gerade 
80 SU verfahren habe, uil adäquate Kesultate zu erhalten, weiss 
man nicht, wie ein gans aufrichtige und fast göttliches Be^ 
kenntniss eingestehen würde. 

Diess kann män aber der nienschlichen Vernunft nicht zu- 
muthen , da einstweilen Schcmgründe bestehen, die dann später 
ohnehin vor dem Lichte der objectiven Wahrheit verschwinden. 

Suchen vir den rechten Standpunkt aa gewinnenj um das 
Problem vorerst nur angreifen au können, so ist in a s/Fd« 
auch dz ss: Vdx gegeben, d. h. das DifPerenKial der Ordinate s 

für die Variations - Curve : <f {oi y y) = 0. Denn z ist der Aus- 
druck, der für die Substitution der Variations- Curve eintritt, da 
z fuT alle Werthe (ac, t/) ein Maximum oder' Minimum ^p'm soll, 
eine Forderung^ die nur durch die Variations - Curve criuilt 

werden kann. Dieser Punkt ist vollkoomien 
klar und bestinimt. 

Ist in 1^. FI die Unie O^der Dnrch- 

^ ^ schnitt der Variations - Curve wnd der 

\ Tx* ' Fläche, so ist für c (der l'uukt {x, y, z)) 

das Differenzial dz gleich der Linie m. 
Dass dieser Ausdruck nicht Null sein kann, 
ist einleuchtend; denn dz ist nicht für 

die Variations - Curve Oer, sondern für die 

^jr * . -X Bedingnngs- Gleichung bea gleich Null, 

wie Im Abschnitt II. bewiesen wurde. 

Für die Bedingungs - Gleichung ip{xjy) = 0 gilt: 

dsc 

Wnd aus ^ («, 0 der Factor -t- =: -^Psubstituirt, 



Fig. VI 
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Wird diese Gleichung uoi^i der aUgemeinen Gleichung da = 

^ gZsb 4- ^ iIv combinirt, so kimn eotwclder ^ oder ^ eliminirl 
ox dy ^ ox öy 

werden. (GewSlmÜch wird elinünirt, veü In K = 

J . die Grösse y als die abhäiigige Variable gegeben ist) 
Wird 1^ eUoIrt, so folgt: <*• = (^gr 4 ^) <te. (Z.B. 
für die Normal- Schnitte als Bedingung8«>GleichuDg wird F = 

demnach ä» = -\-^f )^(ix, wie im II. Abschnitt bewiesen 

\dy dx/ ay 

wurde. Würde ^ eliminirt, so folgte: dz = "t"^) ^^^f = 

padnrch ist die Form hergestellt, in welcher der Ausdruck: 
d,=:rdx gegeben tat, mid Fht : (*,- + oder: (l 

Es handelt sieh nun darum, das partielle Differemsial (oder 

g^l zu finden. Biess w&re sehr leicht, wenn is s: f(Xyy) gegeben 

wSre, was aber nicht der Fall ist, wofür jedoch das totale 
Differenzial dz in Beziehung auf die Variations - Gleichung (p 
^ 0 gegeben ist. 

§ 34. 

Um zum Ziele zu gelangen, nehmen wir den im Dittercnzial- 
Calcul streng bewiesenen Lehrsatz, dass es einrrlei ist, ob eine 
Funotioti zuerst total und dann partiell, oder suerst 
partiell und dann total differenzirt wird. 

Nun ist das totale Differenzial da gegeben , und das partielle 

Differenzittl von dz nach y^ {dz)\^ wird hergestellt, wenn im 

Ausdruck die Grösse y und alle Functioneu von y, also j^, r . , 

differenzirt^ hingegen x und alle Functionen von z als constant 

bciiandclt werden. 

Daraus wird: d {dz) = (JV8y -fPcJp -^^8^ da;. 
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Nach dem Lehrsatze des Differenzial - Calcols ist aber 
=r d^^^^j demnach auch: 

d(^^) ^(J%H.P9p + Q»g + ..)(te, 

und weil total difierenzirt ist, kann auch total integrirt werden: 
l'^ -{-Cdb! ^ /(N' y Pdp Qdq . .)dx, oder 



dz 

»9 



+ ^ = ^m + P^P+(i^'i + ■■)<i^■ 



Vlai aus V = + ^ der Factor ^sobstitiiiit, so folgt: 

ein endlicher Ausdruck, der in keiner Weise gleich Null ist 
Esistdemnach +i^ + Qö?-0<itc = -;^J^-~+Cd», 



woraus die unbedingte Möglichkeit der Integration des Ausdrudoei: 

f(Ndy -\- Pdp -f- Q(iq . .) dx folgt, da ihr Resultat bereits rechts 
des Gleichheitö - Zeichens gegeben ist. 

Die ganze Frage ist demnach auf die Bedingungen der In- 
tegrabilität der obenstehenden Gleichung auruckgefuhrt. 

' § 35. 

Da total integrirt wird, so muss man die partaellenDifferenaial- 

Zeichen d in dp = d^, dq ö"^, dr = 90, . . . auf die 

letste Stelle zu bringen suehen, damit so viel als möglich Integra^ 
tionen ausgeführt werden können. Nach dem oben angeführten 
DiiFerenzial-Lehrsatz ist nach Ausscheidung der constanten Factoren 

<to, der Ausdruck: Ö|» = 9 ^ = "^"^ ; ebenso dg ^dp, = -ß^; 
' dx dx ^ ^ dx^ dx* * 

dr SS ^ ^ ^*) demnach: 
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U. a. w. 

Eb wird demnacli: /(2% + ^^P + + • O«^ = 

Zusatz. Dio Zeichen und ci^ könnten auch unbedingt 
miteinander vertauscht werden ; denn y partiell nach y dif- 
fercnzirt, ist gerade so viel, als y total nach y difiereiizirt, wie 
aus dem Düf^reuzial - Caicul allgemein bekannt ist. Ohnehin 

deutet m ^dy das Zeichen % nur an, daes s nach y differenzirt 

wird, und es wird nur der Gleichförmigkeit mit 'dz willen dy 
statt gesetst. Es ist zwar da sehr verschieden von ds, 

y 

nicht aber dz von (to, noch auch dy von dy. Darum hätten wir 

» y 

auch sogleich statt setzen können d/), ebenso dg statt ö</, etc, 
und die Integration hätte sogleich stattfinden können , woraus das- 
selbe Resultat hervorgegangen wäre. Diese Beductionen werden 
auch nicht vorgenommen, damit djf, dp etc., von der partiellen 
Differenidation frei werden, sondern desshalb, damit alle 
Glieder hinter dem Integral-Zeichen den nämlichen 
Factor dydx erhalten, wodurch die Prüfung der Integrabili- 
tät deä Ausdrucks: 

erleichtert wird. 
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36. 



Wird eine Function a = / (x, y) (in welcher durcli die 

Variations- Gleichung (p(x,y) = 0 bereits y als von x abhängig 
gesetzt ist) einmal total und einmal partiell nach y differenzirt, so 
entstehen im Allgemeinen drei(ilieder dieses zweiten Differentials, 
deren eines dxdy, das andere (iy^, und das dritte (Py als Factor 
enthält, (ein Satz, der aus dem Diüercnzial- Calcul allgemein 
bekannt ist). Denn durch das totale Differenziren entBteheii zwei 

Glieder durch das partielle Differenziren 

dieses Ausdrucks nach y folgt (kcdy ^ dy^ + d^y. 

Ebenso, wenn zuerst partiell, und dann total diffisrenzirt wird, 

dz 

im ersten Düierenzial: ö{z) ^ ^~dy, woraus durch totale Dif- 

ferenziruDg die Gleiehung: cted^ -f- dy^ -\- |^ d'y hervor- 

geht (Der Ausdrucli ^ d^'^ kann singulär fehlen , wenn in 

a s= / («; y) die Grösse y nur in der ersten Potenz enthalten ist.) 

Begegnet man daher einer solchen Differenzial- Gleichung, 
die nicht die drei Glieder, oder nicht wenigstens die zwei Glieder 

idiy <^dy -j- d^y enthält, so muss geschlossen werden, dass 

von ihr aus nicht auf ein erstes Differenzial durch Ihtegratioa 

zurückgi gangen werden kann. Sowenig, als ein erstes Differenzial 
von der Form dz = fix,y) dx , B. dz ~ xydx integrirt 
worden kiinn, eben so wenig kau« ein zweites Differenzial von 
der Form: Kdxdy integrii't werden, wie aus dem Integral - Calcul 
bekannt ist Wohl aber haben Ausilrückc von der Form: Kdxdg 
■j- Ldy*-\-Md^y die Möglichkeit der Integration, selbst wenn 
L = 0 ist 

l^un ist i^N — ^ "r — * ■ * ) solcher, aus 

partieller und totaler Differenzirung hervorgegangener Aus- 
druck, der demnach nicht integrabel ist 
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J>ias0r Aiisdruok iflt aber in der Torstehenden Formel wirk- 
lich iutegrirt, denn es ist — ^ — .»^dxdy = 

so daös rechts des Gleichheits -Zeichens das Integral des unter- 

dP d^Q 

suchten Ausdrucks gegeben ist Daraus folgt, dass ^ " 

gleich ^uU sein mussj denn welche Grösse sonst hinter dem 
Integral-Zeichen stflnde, das lategral J \^~~ H~ — •• ) 

würde nie möglich sein, während wir doch andrcrsdts wissen, 
dass es nicht bloss möglich, sondern auch wirklich ist, ja dass 
wir es sogar vor Augen haben. 

§57. 

Die aus der bisherigen Entwicklung henrorgehenden Be- 
snhate sind: 

1) Es folgen für ^eVariatlons- Gleichung die beiden gleich 
wichtigen Gleichungen, die sich auch gegenseitig controliren: 



- „ ' dP^d'Q d»Ä , - . 



Vdy 



F'^dx 



dy 
dx 

^oder Uberall p — — , q = r = ^ . . substitoirt^ 

IL F + -(^.+l') = 

Aus l)eiden Gleichungen, sowohl aus I als aus TT, kann die 
gesuchte Variation ff (x, y) = 0 gefunden werden; aus I unbe- 
dingt, und aus II dann, wenn man den aus der Bedingungs- 
Gleichung s 0 folgenden Werth F kennt. 

4* 
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2) Aus Gleichung II. wird die Bedingungs - Gleichung 
ip (x, y) = 0 gefunden, indem man das in Gleichung 1. erhal- 
tene Besnltat in Gldchung IL sobstituirt, und durch Auflösung 
der Gleicliung die Grosse F, und aus Ihr die unbekannte Be- 
dingungs - Gleichung i/f (ps, y) = 0 herstellt, was immer mö^ch 

da; 

ist, da F = — -j- substituirt werden kann. 

3) Sind VariationB- und Bedingungs- Gleichung gefunden, 
80 geht man äut Entscheidung über, ob die Variation q> {Xy y) =0 

MaxiiJiu oder Miiiioia ^iebt. Man Bubstitiiirt in dz die aus der 
Bedingungs- (ileiclmng i'i (.r, //) — - 0 hcr\ orgt li<Mi(li;ii Werthe, 
weil nur für diese dz^ gleich Null wird, und difierenzirt noch 
einmal. Der positive oder negative Werth des zweiten Diff'eren- 
sdals entscheidet, ob Minimum oder Maximum stattfindet. — 
(Würde man hingegen statt der Bedingungs -Gleichung die 
Variations- Gleichung in d» = Vdx substitoiren, so erhielte man 
weder da = 0, noch die entsprechenden Werthe im «weiten Dif- 
&renziale, da Itir die Vaxiations -Gleichung nur relative, hin- 
gegen für die Bedingungs -Gleichung absolute Maxima und Minima 
eintreten.) 

4) Will man die Function der unabhängig Veränder- 
lichen z =r f {x^ y) herstellen, so hat man zuerst die partielle 

Differenzial- Gleichung |^ — =: 0 zu iutegriren, woraus z 

vy jc 

als eine beliebige Function von / {x, y) hervorgeht, und hierauf 

werden zur Bestimmung dieser Function V = ^ -f- ™^ ~ , 

V = (^~^^^}^ integrirt, woraus die Functiun z = Ji^^iy) 
folgt. 

5) Substituirt man aus der Variations-Gleicbung {x, y)'=^0 
die Werthe x oder y in die gegebene Gleichung z =r /Teb, und 
integrirt dann, so erhält man 2 als Function von x oder von y^ 
je nachdem x oder y substituirt wird. 

Geometrisch interpretirt giebt diess die Projeetionen der 
räumlichen Variations-Curvc auf die Ebenen ZX, ZY^ während 
unmittelbar gefundene Variations- Gleichung tp (o:, = 0 
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die Projection auf die Ebene XY giebt, wodurch bei geometri- 
sehen Problemen die letete Bestimmtheit und Anschaulichkeit 
erreicht 'md. 

Zusatz. Alle diese Elemente «iiid vollkommen bestimmt, 
soweit Probleme, bei denen durch Integration willkürliche Con- 
stanten eintreten, vollkommen bestimmt genannt werden können. 
In der That ist auch ersichtlich , dass z. B. die durch Integration 
gefundene Fläche a =: / (o;, y) nicht die einsage Fläche ist , die 
den beiden Curvon (x, y) ^ 0 und ^ (x, y) =^ 0 entspricht, 
indem a. B. a*, a* und Überhaupt a*. statt a gesetat den Bedingt 
ungen, dasB a eine Variation, und da = 0 werde, ebenfalls ent- 

sprechen. Jede allgemeine Auflösung hat diese Eigenschaft, 
die aus der Natur sowohl des Galculs als des Problems hervor^ 

geht, und bei wirklich vorkommenden Problemen noch Platz lässt, 
dass zur letzten Singularie^irung anderwärts gegebene, oder will- 
kürlich gewählte Bedingungen auf'genünimen werden, was ein 
Vorzug des wahrhaft allgemeinen Calcuis ist. 

§88. 

Es ist nicht nothwendig, dass mau bei der Prüfung der 

dz 

Integrahilität von ^ bei dem Integral: 

stehen bleibt; denn man kann die Oleidrang (W) noch auf dop- 
pelte Art integriren, woraus ' andere, aber wesentlich überein- 
stimmende Criterien der Tntcprabilität der gegebenen Gleichung 
hervor t^ehen, die dann auch andere Variations- Gleichungen be- 
stimmen. 

Es ist nämlich auch: 
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(3) (WO =d»(/i^d*-p+2-g^...)- 
-/(/^<.-i>^JJ-p^-..).V, 

je nachdem man in W = t/*(^ "~ ^ ^ ~ * ) 

Factor dy, oder den Factor ^JV — ^ H" — dx durch 



Integration aussclioidot. 

Aus den nämlichen Gründen, die § 36 ausgeführt sind, müs- 
sen die beiden Gleichungen: 

gleich Kuli sein , Gleichungen , die insbesondere da von Wichtige 
keit werden, wenn entweder Vdx bloss x, dx enth&lt, oder 

wenn sich Schwierigkeiten und scheinbare Widersprüche in der 

dP d^Q 

Hanptformel N — dx^' — = finden, von denen wir 

noch besonders handeln worden. 

8äDuntliche drei Auflösungen (1), (2), (3) genfigen voll- 
kommen dem Probleme im Allgemeinen; im Besonderen aber 
hangt es von den anderwärts gegebenen Bedingungen des Pro- 
'blems ab, welche der drei Glmchungen gewählt wird. Die 
Gleichung (2) giebt eine Constante mehr als (1), und Gleichung 
(3) eine Constante weniger als GlciLlmng (1). Es kann daher 
jedes Problem selbst dreifach verändert werden , und jede der 
drei Auflösungen entspricht vollkommen der Natur der Aufgabe, 
wenn die Anzahl der Constanten nicht anderwärts gegeben i&t, 

§ 39. 

Kehren wir zur ersten Formel zurück: 

so enthält sie in Beziehung auf F überhaupt dtei verschiedene 
FäUe: 
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1) F = 0; dann ymd p + P =^ und die weitere Uater- 

finchung ist nach dieser Formel nicht fortssuf Uhren. Ist aber 

dx 

F ^ 0, BO ist in der Oleichung F = — — , offenbar dx =0, 

^ dz 

» T=z c. Tritt diesB ein, dann ist von selbst ^ ■= 0 . wie im 

dy 

Ab^ohnitt n. bewiesen wurde. — Diess ist der gewöhnlich und 
fast einzig beachtete Fall der bisherigen Theorieen, und die 
Bedingungs - Gleichimg ist: ^(x — e) = 0, geometrisch eine 
mit der Äxe F parallele gerade Linie. 

2) F = oo. Daraus folf^t dy — 0\ (?/ — c) = 0, wie im 
Vorhergehenden erläutert wurde. Die Bedingungs - Gleichung ist 
geometrisch eijie mit d^r Axe X paxttllele lonie, eine bisher un- 
beachtet gebliebene Bedingung«- Gleichung. 

3) P = ±. d. h. irgend einn endliehe Fimrtiort von (x, ?/, 
p, 9 wenn z. B. Normalen oder irgend andere Linien und 
jCurven Bedingongs- Gleichungen sind. 

Zusatz. In smrei Fällen kann man die Bedingungs- Gleich- 
ungen unmittelbar und a priori bestimmen. 

a) Enthält im Ausdrucke a = fVdx die Grösse V bloss 



. «Bd j,, so wird ^ um^ittelbar gleich Null. Dara«. folgt aber 
du = 0, c als Bedingung» -Gleichung. 

b) Enthält F kein x, sondern bloss p, </..), so stimmt 
das partielle Differenzial in Vdx mit dem totalen Uberein, da man 
4iirch beide Operationen dasselbe Resultat erhält. 

Daraus folgt durch Integration: 

r+c = p(p-2 + ..) + ,(Q-^ + ..) + .. 

Vergleicht man diess mit § 37, Formel II, so folgt: 

1 i da 

= == — g = Ö, also y =: c 

alö BedinguDgs - Gleichung« 
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dz 

Vüe bisherieen Theorieen hatten, da sie aus — =s Onwt die 

liediiigiings-Gleichung x=z c unbewusst setzten, in den Diflerenzial- 
Operationcn nur x als constant gelten lassen, nicht aber 4uchy, 
was doch aus den Bedingung's - Gleichungen dff -ss 0^ 

1^ = 0 unbedingt folgt. 

Und dennoch nehmen alle Theorieen nach £uler*8 Vor- 
gange keinen Anstand, in diesem Falle die Variation« -Otirve 

aus Gleichung II. (also mit unbcwnsst gesetzter Bcdjagungs- 
Gleichung 4> (jj —- (^) — 0) statt aus Gleichung I. zu bestimmen, 
weil dadurch eine Integration wegfallt, und die Operation kürzer 
wird; auch setzen sie in der Gleichung: 

F+C =i)(p -f g + ..) +8 (« + ..) + .. 

die Grosse V keineswegB gleich Noll, was sie auch nicht ist, 

obgleich sie in verschiedenen Theorieen als Null genommen wird. 

Uebrigens können in allen F&llen (den einzigen bereits be- 
handelten Fall: F SU 0 au8gen(»nmen) die Bedingungs- Gleich- 
ungen aus: 

^+p-(p+i')=(i+^)(('-'^+")+(«-);-H--) 

beRtimmt werden. Rie werden verschieden , je nachdem man will- 
kürliche Constanton nimmt oder weglässt, und je nachdem man 
eine der drei Gleichungen des § 38 wählt, wie ja auch in Pro- 
blemen des vorhergehenden Abschnittes IL nachgewiesen wurde, 
dass yerschiedene Bedingungs -Gleichungen; z, B. gerade Linien, 
Kreise , Parabeln etc. , einer und derselben oder verschiedenen 
Variations- Gleichungen entsprechen können, 

§ 40. 

Zur Bestimmung der Flächen -Gleichung hat man folgende 
Elemente. 

« 

1) Ealeri meih. inven. ete. §80, Soholion 1} §§46, 47 CorolI.V, VI; §66 
CasuflllV. etc. etc. ' ' " . ^ . ' ' 
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dz ^de 



1 ) Die ^ Integration der Gleichung : ^ — = 0 giebt 

eine'Fancti<Mi zwkdieQ x und y ab FaaetioBvqii /-(fi^^ $) ^ji^ 
worin jede Fuction -von m genttgt, viekdie 4» poettiv lleeti wannt 
wie es gewöWidL der Fall lat, Fd» mit. poeitiveiB .Zaleben gor 
geben let. 

2) Die Gleichung: V = "^Y^y ^^^^ integrirt: a 

xix^y) -\- fx, worin x (p^j I/) ßi^e bestimmte Function von x und y 
imad r ü ck ti ^vähxend /^i; eine gams wilikürliphe Function von ist. 

8) Da nun — bekannt Jrt, so giebt die Ofeieliung — Fp) 

~ I}^ ~ fII^ integrirt: -» =s V («^ y) + yy, twwfci-wied« 

^(x,y) eine bestimmte Function von x und und ^.i^e j^ias 
willkilrliche Function von y ausdr&ckt. . . - ' ^' ' ' • . 

Dai für die Variations«»Curve: m ^^4"^<^i8t, bo 

^ebt die Substitution der Werthe ^ und ^ die Mittei^ an idi9 

Hand, die willkttrlicken Functionen ^ imd g^y zti hMfiiunen^ 
wodntrch die FlSchen-Gleichmig in ihrer ganzen Allgemeinheit 

und Bestimmtheit gefunden wird. ..... . j, 

§ 41. t ..... i 

' ' - ■« 
• Die Entscheidung, ob die gefundene yariations-OIoif^hfiqg 
dn Maximum oder Minimum giebt, zählt zu d^P flchwcfs^n 

Problemen der Analysis. / 

In vielen Fällen weiss man aus der Natur der Aufgabe ^ ob 
ein Maximum oder Minimum eintritt, z. B. bei der Linie des 
««hneUflteni FaUea^ allehi dieses Wiaseo ist «lolit auf d^a.^C^aliHl} 
gegrtbidet, und. dafum aaeb IQr. den Qehml werihles.. • i . , .7 

' Euler gebraucht die Methode, dass er statt der gefundenett 
Variations-Cnrve' irgend eine andere Curve, z. B. eine ^eräde 
Linie, in den Ausdruck fVdx Bubstituirt, wotrur sich ergiebt^ 
ob die Integration für die Variatioas^-Ourve cOder für^ die ^ilbU 
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stitilirie Curve einen grSeseren oder kleineren Werth Jb^t Diese 
ganz: empiriflehe Methode Euler'e ist wegen ihres wissenschafik- 
IMM Ihi^ertlieB »allgemein aufgegeben wofden. Es ist nicihi 
jedeneit'l^lclft/ das Integrale : yTdsp Itemistelteti ? niMi nberhaiipt, 

wenn man statt der Variations- Curve eine aiuiere Curve sub- 
stituirt, so weisb man nicht j^ewiss , oh denn auch für jede andere 
Curve dasselbe Resultat erfolgen werde. Und alle Q^rvell zu 
erproben , ht denn doch unmöglich. Endlich kann die Variations* 
Corvo ein Maximiim oder Minimum geben, je nacbdem in ihr 
dleVarSable git^er bd^ kl^ner als die Oonstante d genonnm 
IMird^ und "dlesei^'Wfrtii « a kennt man nicht, ehe nicht 
aus dem Calcul selbst über Maximum oder Minimum entchieden 
iät. m dass der Versuch, die SchTV'icrisr^pit durch empirisches 
Verfahren zu TjniL^elien, sciilechterdings. ,zu keinem, sic^ieren lie- 
sultate führen kann. 

Lagrange war es, deir die Schwierigkeit direct durch den 
Gaksiü «nsagfeifeiii wiagte, wbzu sich weder Ne\^toii' und Lelbnis, 
noch Bemonlli und Euler entschliessen wollten; und von kleinen 
Anfängen dnd dttrch cllii Bemühungen tiefsinniger Maihematfkef 
die Criterien übert Maximum und Minhnum der Variationsr 
Resultate zu umfangreicl\en Formeln, Lehrsätzen und Betracht- 
ungen angewarhspn. 

Allein da die Variationen mit dem Symbole d bodenlos sind, 
und als Phantasie* Gebilde einen . exacten Ausdruck weder bis- 
her gegeben haben ^ noch auch jemals geben können, so bleibt 
iis nach nn^attblich 'weitlJbiflgem Calcnl fOr jeden Forscher un^ 
mBglicK', defiidtir zu entscheiden, ob im gegebenen FaHe ein 
Maximum oder em Mnimum gefunden ist, weil keine objectiven 
und im Calcul gegründeten Entscheid ungsgründe vorliegen. 

' Der gerade Weg, zu dieser Entscheidung zu gelangen, ist, 
dass man die Fl&chen-Gleichnng herstellt, und in sie nicht die 
Variations- Curve, sondern die 6edingangs<-Qleichung subetiiiiuftt 
iWQPVlflb.'^io-' JbitBflhei^vng liiber Maxitnum oder Sfinimum« ganis 
#|yiftM)k 4«! bfkamten .nftd.olgeetiwi'Qesetaen des DiffBcanaal- 
IM^^s genSea, Olm» aU«^ Sohwierigkelt erfolgt. Xaso feme kann 
djn^ l'ßagn feri§4igt 4Qb^nei;u 
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Allein die Hmtdlong der Fl&ohea-Gkieiiiiiig^ 4n g^idilösMt* 
nem Ausdruck ist in vielen Fällen bis jetat niclit auäfilutery weil 
der Integral -Gale«l, der dieas m leitftoii bat, noch mebt 
alle seine reiebe» HolfMttel entfaltet bat IMe Etrteebeidn'g 

ttber Maximum und Minimum der Variations- Resultate auf Her- 
stellung der Flächen-Gleichung gründen wollen, hiesse daher in 
vielen Fällen die Schwierigkeit auf unbestimmte Zeit verschieben, 
statt sie 2u lösen. Ks inuss daher entweder ein anderes, auf den 
gegebenen Ausdruck Vdx gegründetes and in BilferenaiaL-Opfrfr- 
«ionen auslührbavea Verlisbreii gefnaden werden^ od^, wepto dfese 
Mtki gesebeben könnte,' -so'inttsBte diese Frage ausdrQcklicb' als 
unerledigt anerkannt werden; den» eine Entacbuldiguog oder 
TTmgebung auf die eine oder andere Art wfirde weder der 'W^äen* 
Schaft noch der Eikenutniss 2 um iSutzen gereichen können« 

§42. ^^ 

Das Gesetz der Entscheidung über Maximum und Minimum, 
das wir suchen, muas in den vorhergehenden Formeln ei^haiti^D 
sein. Wir stellen zuerst folgenden Lehrsatz auf; , : 

Wenn der Ausdruck : ^J^ ^ — * Aus- 

druck: + + ^ 

beaeicbnet wird, so ist (§35) . 

F<te = (J, + ,,)?(/(Lrf«dy) + (i+p)Äac. • 

Diese Gleichung behält ganz denselben Werth,, wenn die 
aus der Bedingungs- Gleichung bervorgehenden Werthe dx, dy 
in sie substituirt werden* 



Beweis, a) ajialytisclL Streng genommen entblUt dlei^ 
Gldebung bereits die a^s der Bedingungs rGleicluing bervor-* 

gebenden WeHbe db, dpi denn sie ist ans Vdm'ss^dx -4- 

■ W dz ^ ^ ^ 

(VaF9atüan8i-GIei«buiig) und d^ ^ gy t^gg ^ ^ -^Sw^ygB» Wr 

dx ' 

Gleichung) abgeleitet, so dass die Werthe F =z -r-, ^it also'dieaiu 

.jHiuu*)wli(f-*''i''i :4''[b'ul 
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der Bedingungar GkieliiiDg iiervoigfiihfindeii Wertlkd dmyäisfy in ihr 
tothaltejft 0iiid« 

.b) g>eo9i«triBcKL Ist in Fig, FZL.die Idme m die in der 
FIMe lieieeiide 'VaiHitionft-Curve, n ibre Tangente, die Ebene 




ßyln die tangirende Ebene der FlSdie 

im Punkte r (j-, y, a), ah die Bedingungs- 
Gleichung in der Ebene AT (/>. B. die 
Normale) , so ist die Tangente der 
Transversal - Curve arh im Punkte r 
pttmUel nut ab^ ahso yß 4= ab, weil 
rpzss -n jt&tk abeolutes Mmrimnm Miatn 
mim der Traneymal-Curve arh ist 
Für re as (Ar, nnd rc ^x XFist atf s:; ds 
= Vdx. Ist «III 4= 4= (eine Folge 
der Substitution der Werthe dx , dtj, 
aus der Bedingungs-Gleichung), so sind 
eSmmtlicbe dit, die zwischen den Parallelen m// und nv enthalten 
^d-^ 9h&wi9if,'tii\ fvr» ; einai^er gleieh, well sie* Parallelen 'swi* 
sehen Parallelen sSnd. (WMen hingegen andere Wertbe dx, dg, 
al^,;di[e auf d^r^Bedingungs-Oleichiiiig hetrvorgehende^, in Fdv 
substttnurt, so entstünde eine zwar in der tangirenden Ebene 
liegende , aber mit ab nicht melir parallele Linie tsk^ und die durch 
sie bestimmten Werthe dz , nämlich ih , sc , kg etc. wären keines- 
wegs einander gleich ; sie würden einer anderen Curve entsprechen, 
die nieht Tr^^yeisal-Curvo wäre^ ulid die daher auch den Werth 
s = I7> nicht an einem Maximum oder Minimum machte, also 
aUo Aüdi niißbt dfer Variatkms -»Curve entsprSdie.) 

§43. 

Erinnern wir uns nun aus Abschnitt TT, wie die Variations- 
Gleichung bei solchen Functionen gefunden wird, in denen noch 
keine Int^aU Ausdrücke enthalten »nd. Man sübstituirt in da 
^ Bedingonga-.Gleichmgy iselftt rda ?s 0, und leHei dac$«a die 
Vaxtalions- Curve aK — Wird nun umgekehrt die Variatioiia- 
GilifVe-%iÜ^' ^Üibr Gleichung (ja s= 0 abgeleitet, so IM dieeil 
Gleichung das erste Differenzial von, z in Beziehung auf die 
Bedingungs - Gleichung. 
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Kim ist Vdx = Q, -\- t^J{Ldxdyj + ^äx. Die^e 

Gleichung zerlegt sich in die zwei folgenden: Vdx = (^"^i*}-^^^ 
und (J^+ljJ^^Ldxdyj = 0. Fdx = (^-fp) drückt geo- 

geometrisch aus: «c = mn, «c =r ^/y etc., und J^^Ldxdyj 

= d drückt geometriacli aus; sc ^niii = 0, <c — =r 0 etc, 

BO da88 ^■^+l^J*^Ldx(^^ = 0, gleich ds = 0, ist, d. h. das 

Difforenzial von s für die Bedingungs- Gleichung, denn nur die 
Bediiigungs-Gleichiing macht: (sc — mn), (sc — fiv) etc. gleich 
Null, während jede andere Gleichung die Differenz der ver- 
flchiedeneii d«, ((<6 ~ («c kgl) etc. keineswegs gleich MvU 
machL 

Daraus halm ivir das gesuchte Differeaalal der:Bedingunga-r 
(Meiehiing: dz s 0 ^^4-l^J'(^I clxdy). . £te. •^artfaUa In- 
tegration nach X oder ^. giebt: . . - : . : . 'j 
{^■i'l){{xLd^r^/i$4(ildy)y7fz 0 (1), 

' {L + l){(yLd^+Jyd{Ldx))=0 (2). ' 

Es ist im Allgemeinen gleichgilHig , welche dieser beldto 
Gleichimgea gew&hh wird. Nor, wemi die Bedlngongs-^kichiHig 
X = c ist, mnss wegen öx ^ 0 Formel (l), tmd wann die 
Bedingungs -Gleichung y = c ist, muss ans demselben Grunde 

Formel (2) gewählt werden. 

Um über Maximum und Minimum entscheiden zu können, 
wird diesa erste Differenzial noch einmal differenzirt, aber jetzt 
im Sinne der Bedingungs-Gleichtmg. Da jedoch Ldso vaid/jfä^Läx)y 
ebenso Ldif nnd fxd (Ld^)y schon fün dU yariatians-»£UeUnng 
gleich Null sind, so wird diese swMte DiffisienBal einfiMh 

d'a = -H yd (Ldx), oder = + l^xd(Ld^)y wbn% nach 

Substitution dei liedingungs-Gleichung , die Didier enzialien d{Lds£) 
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uod d (i'dly) nkhl mebr gldch Null und, so daee niin die poat- 

ijyd {Ldx)j oder von 

^^-h^^xd (Ldy) über Maximum oder Minimum der Variation 
entschttden. 

i Fljr y =: 0 (was bei der Bedingungs- Gleichung x =z c statt- 
findet) wird d^z unbedingt gleich xd (Ldif)^ da in diesem Falle 

die Gleichung ds = ^ r= 0 stattfindet, woraus unmittelbar 



1 1 

d'«=saMl(L(fy) abgelötet wird. In diesem Falle ist ^ = ^~^s=a 

l^ür' die übrigen Bedingungs -Gldc^ungen erhftit {^—^-{-1^ y 
ewiep.bestinimt.ei» eudlMiheii, positiven oder negativen Werth. 

So kann mm das folgende einfache und leichte Gesetz der 

Entscheidung über Maximum oder Minimum aufgestellt werden: 

Uäm Bimsil aits der Variations-Gleiehung idie Ab»-« 
drücke: Ld«, d.h, (jV — ^-f ^ -^..) da oder Ldy, dif- 

ferenairt sid fttr die bereits gefundene Bedingungs- 

Gleichung und multipiicirt diese Diff erenaialien mit 

j^^-J-lJ y oder mit (^ + ^) positive oder nega- 

tive Zieieltea dieses Prodactes zeigt an, ob die.Varia^ 

tion ein Minimdm oder ein Maximum giebt. 

. ' ' . ' 

§ 44. 

Koch bliebe su nntersudien und nach^iiweieen, welchen Grad 

äP ä*Q 

die Variations-Gleichmig: N — 25" "'^ 5? — • . = ö amiimmt, 

jeneehden im Aaedmcke Fete dieVariabela ic, p, 9-. sSmm^ 
Beb enthalten sind, oder tfaeilweise fbhlen. Da diess jedoch bloes 
die Techn^ der Integration betrifft, und da der Ausgangspunkt: 

^ — ^ -h — . , » 0 derselbe ist, auch Behandlungsweise 
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wd Bemkfite di i n t lb ett bltttte«, luisii 4BUMr 

ilT ' ^ -|" — . . = 0 abgeleitet werden möge , so übergehen 

ivir diese sb sieh kiohte Untersuchuig, am. m tntkm, ab sie .iB 
jeder der vorhandenen Theorieen nachgeeeheli werden kimii 

Und nun, da sänirntliche Punkte der allij;t>inein('ii Formel 
erläutert sind, mögen einige Beispiele folgen, und zwar solche, 
die bereits bekannt und beatbeitet sind, damit di^' Resultate' 'ttn 
so leichter verglichen und gegen einander gehalten weiden können» 

§46. 

Beispiel 1. Gegeben ist: a ^ f((txy '-^ ^) d» (EulAr 
Meth. inventendi etc. pag. 39.) ' ' 

I. Bedingungs - Gleichung. Da V = (axy — y') kein 
enthält, so ist sogleich eine Bediiiguugs - Gleichung gegeben, 

nämlich: x — c 0, demnach auch ^ = 0, (Keineswegs sind 



aber ^ öden äy gleleh NnlL ' - . ' 

IL Yariationa-Gleichung. Bs isi.^J^-r^-h» ) 

demnach da weder P noch Q etc. m der Gleichung vorkommen^ 
N 0, daher dx — By^ = 0, woraus die Yariations- Gleichung 
ax = 3^* fblgt, geometrisch eine Parabet' * • ^ ' r' 

III. Ableitung der Flächen- G leichung. Da g— = 0 



ist, so folgt auä Vdx = ~^ Gleichung: 

dz 

= axy — Die Integration giebt: » = •Jooj'y — xy^ -i-jyj 

'«roria fy me gana beliebige Function von y aiudrückL 
Um sie au besthnmen, wird a differenzirt: 

da = (axy — de 4- ax^ ^ 3xi/^ -i-fy) t^y«. 

Diese mit dem gegebenen Ausdrucke: dz = (axy — y^ dx 
vergUehen, zeigt, dass (iax* — 3xy* +/y) = 0' sein mfls^ej 
für die Bedingungs- Gleichung x ^ e, ffxt weldiavanok cta» 
(iui/ - y^) dx gleich Null wird. Es ist demnadi/y sb ^fl(y*-f^|aartl 
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: Da 3xy^ — ax'^ = a?(3y* — ax) (aus der Variations- Gleichung) 
gleich Null ist, so wird f y entweder \ax'' oder (letzteres, 
wenn 3xi/^ — ax^ = 0 durch 2 dividirt, und von fy subtrahirt 
wird,) KehmMiiW^ = \aa^ (für x^c)f so inrird fy tss 
Denmaobi s- sä (0* 4* q^ -*" dcy*. 

G^cli]if9g als FlaclU9i*Qldc]uing .gfkpmetrische 
B€|4^tiiDg' halieiijL so- Ist s der Ausdrndc euu^r Fimetlon der 
Qii^din^te £, die,; bier :inQn :dxitter , Dun^nskm seix» . muss, also i\ 

etc., eto. IMe Grösse s als Function von 4' isxm jede 
Verbindung der vorhergelienden Ausdrücke reprSsentiren , mit 

der einzigen Einschränkung, dass th unbedingt positiv bleibt, 
wenn es in dz = Vdx positiv gegeben ißt. Die geQmetrjfiche 
Fläcbep- Gleichung ist demnach: 

.„ ■; , ■ ;• ,, ^(o. =.,+oy.{»' + «•) - xs*. / 

IV. Entscheidung über Maximum und Minimum. 

a) Aus der gefund enen Flächen - Gleichung. Diese 
giebt, für a? = c difi'erenzii-t: , , , 

dz == {ac^ — 3cy'^) dy ; d^z = — 6cydy\ 
\ "b) -Aus. der Diff erenaial * Formel : d'« ssd (Ldy). 

.ht-.J^.zs JV oa; 3)f*, und d^Ld^ß) fgbr ie e, iviid 
gleidk. Tt- ßj^ijy', deinnaeh d*9 =r — Qxydy^ ss — ßcydy^, ein 
mit dem vorhergehenden vollkommen übereinstimmendes Resultat. 

Dieser Ausdruck ist für positive y negativ, uiuL für la gutise y 
positiv. Die Variations - Cnrve ax = %^ giebt daher für posi- 
tive y lllaxim«^^ und für negative y Minima. 

Euler findet unbedingt Maxima, und seinSchluss, den er 
aus der Vergleichung der Variations •»Parabel mit der- geraden 
Linie y ^nx sieht, dass nümlioh das Integral- Besultai der 
geraden linie: (inax^ in'x*} unbedingt kleiner sd als das 

integral -Resultat der Parabel: j^^y -3-1 verliert an Gültig- 
keit'^ weil anbewQSst der Werth J/^^j d.h. 3^, bloss positiv 

genommen wird , während das Wurzelzeichen auch den negativen 
Werth ^ repräsentirt. 
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Geometrisch ist diess sehr leicht dnznsehen. Der Ausdruck x 
bei in der FUdien- Gleichung: /(f) = {ay(s^'^(^'—s^, für 

y f d. 1l in verschiedenen Coordinaten - Räumen , selber ver- 
schiedene Zeichen , so dans allgemein für die Variations - Curve 
in den Flächen - Räumen -^X Y und +-3r — F positive und 
negative Maxima für a hervorgehen, was auch die Formel 
cP« s= — 6cjfdif* andeutet 

V. Herstellung der Projectionen der räumlichen 
Variations^Curve. Wird in Vdx ss (aaeif if*) äx der Werth 
ax = aus der Variations-Curve substituirt, so wird z s /(£) 

= J* }ax^/^^-^dx oder /(f) = -j^j-oac*]/^^, was je nachdem 
Werthe, den /(4^) in der Flächen -Gleichung hat, eine Parabel 

oder e!ne transcendente Gorve repteentirt. Sie Ist die Pro- 

jection iii der Ebene XZ. Wird adx = 6ydy in f{axy — y^)däc 

Buhstiituirt, 80 folgt » = J^--^^ — ~|f~> ^® Projection in 
der Ebene YZ^ von der wieder je nach dem Werthe , den/(^') ' 

in der FlSohen- Gleichung annhnmt, dasselbe gilt, wie von der 

Projection in der Ebene AZ. 

Zusata 1. Nimmt man allein die Flilchen * Gleichung, 
« = ioy (a;* + e*) xy^, so sind uns&hlig idele Variatlons- 
Cnrven för unsählig viele verschiedene und beliebige Bedingungs- 

Gleichungen möglich, so duss z. B. die Bedingungs- Gleichung 
ftx-\--v7/ = yh eine ganz andere Variations-Curve giebt, als die 
getundene Curve: ax •= .9?/^, -wüiaut» man auf die Unbestimmt- 
heit des Problems zu schliessen versucht werden könnte. Allein 
diese Experimente mit verschiedenen Bedingungs- Gleichungen 
nnd verschiedenen Variations-Curven haben ihre Schranke darin, 

dass^ ihre Substitutionen m dz -^dx ^ dy den gegebenen . 

Ausl^ck Vdx herstellen müssen, und diese vermag nicht eine 
beliebig abgelmtete Variations-Curve, sondern die gefundene 

ax z= 3y^. 
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' ZuB.sii% % 'Bodi. M diese VarlKtiotiB^Ciirve sieht die ein- 
zig mögtidie. In g 58 haben vm drei äquivalente FonnelÄ 
für die Variations * Gurven ge^nden, und wählen sfaH: 

I . ' 

Nun giebt die Variations-Gleichung dN = 0 integrirt Nsss — 
also ooj — ä± — eine von dtF — ä 0 vetschiedene 
Variatidns-Curve: Für diese Vartations-Cnrve: Sy^^aaß Ä* 

findet man die Bedingungs- Gleichung aus: V = (^'^p)^^' 
worin der Vereiiiiachung willen C = 0 gesetzt ist. 

Es wird: axy — =s — '^-^ — y/c', woraus 2^' = — -p, und 

Nun ist für die BedinguugsGleioliung: F =z — — es wird 
demnach ~ = — , woraus durch Integration die üedingungs- 

Gleichung folgt: ax = «^^^%^|^^, ifl welcher die Constante P 

in. den sncceasiv eintretenden .TransyersfilrCttrven coptipuirlich 
au£Binander£olgende Werthe .imniinmt 

Die Untersuchungen über Flächen-Gleichung . über Maximum 
-nnd Minimum, über Projections-Curven etc. werden wie im 
Vorhergehenden geführt 

Zusatz 3. Die dritte Formel §38, (f{Ndx) — P-\-..) = 0 
findet in diesem Beispiele keine Auw ( n lung, da f(^ax- Sy'^^dx 
unmöglich hergestellt werden kann, wenn nicht aj? — 3^' = 0 ist, 
was auf die zuerst gefundene VariationsrCurve zurückführt. 

§ 46. 

Beispiel 2. Gegeben ist: 

a = S(15a^x^y — löa^xy + 5aY — 3y') dx, (Euler j)ag. 40.) 
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:|. BiediDi'iiBgB-Glerielittng. AuehbiBrlrt.^eiaBenpieilt 

dio Bedingungs- Gleichung x = c; ebenso ?p = 0; rr- = F. 

II, Varia t io ns-(ileichung. Aus iV = ^5(a'a:* — a^x-^-c^* — y*) 
= 0 folgt: ä'af — a^x -f- «y — y* zs 0 als Variations- Gleichung, 
die sich in die Factoren (oo? — y*) {ax -\-y* — o?) = 0 serlegt, so dsss 
swoi Parabeln den Bedingungen der Variation entsprechen. 

lU. Herstellung der Flächen-Gleichung. Aus ^ = K 
folgt: 

z = Ourx^y «-"^^^ -f-öä'xy^ — 3xy^ 

IMe iKNsh wfllkBrttehe FVmetion /y wird durch Differenzinmg 

von s hergestellt. P]s wird: 

^5 

. + (5a'a;3 — ^ a^x^ l^a'xy^ -- 15 xy* /'^^j dy. 

Da = Kfftr ist , 80 folgt! 5 oPa?« — ^ o V -j- 15o»xy* —iSxy« 

'}-fy=:0. Wird 29^ ^ 0 davon subtrahirt, so folgt: lOü^x' 

15 ' , 15 ' 

— "j-oW oder für x Cy fy lOc^c^y — ^a^c'y* 

Die vollständige Flächen -Gleichung ist demnach; 

rv. Entscheidung fiber Maximum und Minimum aus 
Differensial - Operationen : 

Ldy zs 15 (c^os" — a*aj — o*y* — y*) dy ffSir » ^ Cy wird: 

d{Ldy) = 30y{a' — 2f)dy\ xdLdy = 30xy {a^ — 2y') df. 

Für positive Werthe von y ist dieser Ausdruck negativ^ 
wenn %*>>4]py und positiv, wenn 2^<i€^ ist 

XHe erste Parabel giebt für = |a die Gleichung : a» — 2y» = 0 

und für x-<i\a ist 2</* >. a*. Für die zweite Parabel findet das 
Umgekehrte Htatt. — Die erste Parabel giebt daher von x z=i 0 
bis x = ein Minimum, und von x = |« bis x =: ^ ein 
Mü.-giniiTfi^ von i8. DasEutgegengesOtzte tritt ilir die zweite Parabel 
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em, wonach Etiler^ Schlusebemerkang 20 interpretiren ist ffin- 
gegen für negative Werthe Ton^^, die allerdings »tattBnden ^n- 
nen, tritt fßr beide Parabeln in Besag auf Maximum und Mimmimi 

von 3 das entgegengesetzte Resultat ein, was sieh auch nach Con- 
struction der Flächen- Gleichung sehr leicht geometrisch inter- 
pretiren lÄssL 

§ 47. 

Beispiel & Gegeben ist: a — J*/^^* Newtoa'- 

sche Problem ; Newt. Phil. nat. princ. math. Sectio VII, Scholion, 
Eulcr pag. 51 , und andere Autoren.) 

L Bedingungs - Gleichung. Da in diesem Ausdrucke 
kein x entiialteii ist, so ist dme BeditijgmqpB «• Gieiehuiig sogjleicb 

p :z= 0, demnach = 0, y = c. 

n. Variations - Gleichung. Diese wird sogleich ans | 

F + C = -hi?jp, d. h. aus F-f C sz pP hergestellt. 

(i+P»)» ®°^°^^i+p«^"" (i+p*)«' 

woraus 2/)'t/ = a(l+p')' als Variations- Gleichung hervorgeht 
Da diese Gleichimg in iJc/ug auf p vom vierten Grade ist, 
SO kann sie nicht so integrirt werden, da.ss y durch gegeben 
würde. Man bestunmt daher nach Newton^s Vorgange sowohl x 
als y durch p, und ^hält zwei Gleichungen für x und y, aus 
denen durch Elimination von p , soweit es die Algebra vennag, 
die Variations-Curve y ( J , y) = 0 folgt. 

£fi ist sogleich y = '*^^^,^'^' > («) 

Aus p = ^ folgt dj- = ^, a? +c =r J*^, ar -h c = 

_ y . Pä^i? 

Wird auö u der Werth i/ substituirt, so folgt: 
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ni. Herstellung einer zweiten Bedingungs- 
Gleichung. Auch die Normale ist Bedingungs - Gleichung 

der gefundenen Variations-Curve. Dennwirdin F+^^^+j)^ = 
=r + ^ die Substitution F=:p vorgenommen (die N ormal- 
Gldcliung, § 22, ZuBats 2), so folgt: ^-^-^ + 91.Lplll ^ 

— JtÄ^^ ^P'y = C(i was minder 

fundenen Gleichung 2p^y =: a {1 +i>*)* identisch ist, wenn 
2C = 3a gesetzt %vird. 

Ist daher (Fig*VUl,) die Curvc Xa die Variations-Curve, so sind 
die geraden Lhodea bY und Ih (Nomiale) Bedingungs^leiolniiigeii, 

dl h. die Curve Xa giebt kleinere Wertlie 
von 2, als die Gurven Xh und JTK, oder 
auch als die Curvcn A"/ und JT»; keines- 
wegs aber gilt di^s für die Linie mr 
(a' = c), denn für diese Gleichung giebt 
die Curve Xn einen kleineren und Xm 
einen grosseren Werth von s als die 

Vaiiations- Curve Xa, so dass für die- 

dz 

ses Problem weder x = c noch ^ s= 0 

gelten kami,wie sonst angenommen wird. 

IV. Entscheidung über Maximum und Aliuimum aus 
Dif ferenzial-Oporationen. 

Aus der Differenzirong von F folgt: N = ^^ir^a» ^ = 




demnach ^^--^J^'-^l^^i^---iidb 



( ^ +P') 



Aus dem Differenaial der Gleichung (a) y z 
folgt: 4> = — -j— ^. Dieser Werüi in substituirt, 

Wird nun -|- (Xcia ) im Sinne der Bedingnngs-Gleichung 
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auageführt, so wird d'z für die Transversal - Curve gefunden. 
Ist die Normale Bedingungs- Gleichung, so wird p = — ^, 



d. h. es nvird — ~ statt p snhstituirt,- und nach » differenzirt 

Statt dessen kann sogleich nach p differenzirt und am Ende 
überall statt p substituirt werden. ' 

Diese Operation d[Ldx) ausgeffibrt nad dp sr a(l^-]^{p^ — 3) 
subatituirt, giebt: 

Wird ans Oletchimg « der Worth ^ s- ^—^f- - subsätairt, 
•o folgt: d(Ub,) « 

ü-a -I .„l-^r, folgt: d^ = (l +^^(«r,. 

oder <P« = + ^^yi^pJ^i mibedingt positiver Werth, 

da wegen log p (in der Variations-Cileichung) Her Werth p 
positiv sein muss. Die gefundene Curve giebt daher Minima. 

§4«. 

/l/'l 4- jr 

stochrone; Euler § 34 und andere Autoren.) 

L Variations-Gleichung* Dai^ ss 0, P = T-i^^- ~^ 

Q = 0..>rt, sofolgt:i?-^ + ^-.. = -^,/(^;;^) 
= yr^— durch Integfratioa: 

y = a Of'C . cos a ^) — \^2ax' — j:" , 

welches dfe bdEAimte Gleichung der Gyoloide ist. 
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Za bemerken ist, dass in den vMasgelienden Gleichungen 

der positive Werth des Wurzel/.cichons genommen wird, so dass 
derselbe Werth in der Entscheidung über Maximum und Minimum 
beibehahcn werden muss. 

IL Bedingungs-Gleichung. Aus F= ^^^pj(9._^py 
£iL^ = ^ ) folgt: ' 

^ ■ ^ C P 

= 4 + C-h^. 



1 k 
Da P = ist, so werde C =: gesetzt, und da 

11 

ist, folgt: 



p/2a yr2a F \p/'2a ^2a) * 

\ \ ^ ' ^ Hill L ■ 4^ ' ' I 

und daraus F ss j-^^j^ > worin k jede constante Grösse beseiclmet. 
' Pa d^ geonelxische Ausdniek tob ^^pk ^t^t ehmt^ 

SP 

telt ist, und die Substitution: p s=r ~ ein schwieriges 

]/ 2ax.'-^ 9? ' - 

DÜferenzial giebt, so setzen wir k z=. 0,, woraus eine allgemeine 
Bedingungs- Gleichung folgt: Ft^p, nach §22 die Gleichung 
detk Ki>'r]nala' . : . j - • 

Dieselbe Gleichung würde sogleich gefunden worden sein, 

wenn in Y t= (^^ -f-p^ ^ ^ -|- I'j diö Cönstante C gl^eh Null 

gesetzt worden wäre. ' ' . 

m. Entscheidung ttbejr Maximum und Minimum 
aus l)ifiPeren8ial-Operationen. Im gegebenen Probleme ist 

""^^^^'^T^iT^) ^^^^ = 

— /-ff ■ = -FTT durch Quadnrnng; t— a = welches 
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differemdrt ^ = 9 = P*'^*- Werth sabstHoir^ 

«wird Zr = o — Tv — » 7^ — ; «nd nun im Sinne 
der BedingungB- Gleichung, alao bloss nach p differennrt, "wird 

t 

Damit das zweite Differeoaial d'» hervorgehe, muss überall — — 

statt p substituirt imd d {Ldx) mit ^^-{-i^ymultiplicirt werden. 

I (1-4- p*? 

Die Substitution von ^ - statt p in d = ^ T^^ ^ eiebt 

p *- :i o 

^^^^^^^^^^^^ V 

—-^^!p'i mid in /"i H-p^ = p|/p-hl giebt ^e nSmliche 

Substitution: ^ Es wird daher d»a = yci (Ldr) 

oder redndrt: 

80 (laäti die Variations - Curve unbedingt Minima giebt. 

IV. Ableitung der Projections o Gleichungen der 
Yariations-Curve. 

a) Die Projection in der Ebene XY ist die Cycloide: 



y =,aarc cos — l^2ax — , die Linie Oay (Fig. IX,). 

b) Die Projection in der Ebene XZ wird gefunden, wenn 
der Werth p« = ^J?— in (te s= HIiLp!^ aubstituhrt, va^Adz 

integrirt whrd. £s folgt = :^=^==y « ^ /'2a<ire eoi 

worin « für s= 0 ebenfalls gleich Null ist, so dass das In- 
tegral vom Anfangspunkte der Cycloide genommen wird. 
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% ______ 

Wdl jcdocli die FalLseit nicht J^^^J^^^l^ , sondern 

j^Vir^p^) dx 



ist (der constante Factor 



ward, weil ohne 



TSfffliiw auf die Variation, weggekasen), so ist die wahre Fall- 
zeit: z = }/"" otecoB^^—, worin g den bekannten numeri- 
schen Werth der heechlemugenden Kraft ausdrückt. 

Ist die Linie OZ (Fig. IX.) das 
lineare Titass der Fallzttt fSx y — 
2an SS OF, so wird die lineare Gldch- > 

nng: a ;= ay — orc coa — - — ^ oder 

X s a — 

Och&Z, 



cos 



die Linie 



c) Um die Protection auf ZY m erhalten, wird in die 

Gleichung der Cycloide der eben gefundene Werth x substituirt, 

woraus y|/ ~ = « — © m folgt, die Cnrve Oam. (1^ 

Cycloide hat die Ordinate x im Punkte a als Maximum, die 
Curve OkZ tangirt die Linie OZ in den Punkten 0 und Z, sid 
hat in k ein Maximum von und in den Punkten c und e In- 
flexionspunkte. — Die Curve (hm tangirt OZ m 0 und my in 
m und hat im Punkte n (f ttr y ss o/v) einen Inflexionspunkt.) 

Zusatz. Der Sinn der gefundenen fiedingungs- Gleichung 



jP = I? d. h. - 3^ (i 

dy ^ 




dv 

ür die Transversal- Curve) gleich = ™ 

ist folgender; DieCydoide 
OcrF (Fig. X.) ist der geo- 
^ metrische Ort aller abso- 
luten Minima von z, die 
in der Variations- Fläche 
für die Normal - Schnitte 
der Variations* Curve ein* 
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treten, d. h. z ist kleiner 7. B. für den Punkt c als iür alle 
Punkte, die in der Normale (ih liegen, so dass ein Körper, der 
nach dem Gesetze der Schwere fällt, in der Cvcloide früher beim 
Punkte c anlangt, als /. B. bei den Punkten h od^r a, wenn 
in den Linien Oh oder Oa fiel^ - Keinefiweg» ^rfirde'^ttefls Wbti 
fjir PunktjB 0mer,von.4^r 'NonoßUe verBchiedQnen Ll|iie aUgemein 
gelten. Ebenso gelangt ein Körper in der Cydoidet frQlier nach 10, 
als In irgend eiii^ anderen Llrile etwa nach den Ftuilitoil t üäitt^^ 
früher nach r als nach den Punkten in, s, n etc. Ebenso gelangt 
er früher in der Cvcloide nach den Punkten c, wj, r .., als in 
irgend einer anderen Linie. 

Würde ein Körper in den geraden Linien OM, Os, Or, Ox e^ 
&Ueh^ so w&re die Pali^eit des Körpers, der in der Linie Or 
fSUt^ ein Minimum. ;Ist daher das Problem gegeben, den Punkt 
e^er ^fikiir^&chen Linie ^n^«a 'bestimmen ^ für welche die Fall- 
eeü vom Punkte 0 ans ein MiiMnnuA ist ^ so wird der Punkt r 
gefunden, der durch die Cvcloide und durch mn alb ^Normale der 
Cycloide gegeben ist. ' ' ' r :-» • » - m 

Wäre die Entfemiing Om und die Lnp;e der Linie mn gegen 
OF eine audeno,: tty würde/ eiine andere Cyeloide, abei) 4o<b nm 
als Normale dieser Cycloide gefunden, und der Punkt des schnell- 
sten Falles in ihr wäre ihr DurcÜ^chnittspunkt mit der Cycloide, 

§4». 

Tn den nun folp:enden Beispielen wird es sich vornehmlich 
um dip Bedinf]^iinp^.s - Gleiclninfren handeln, weil von ihnen 
die übrigen Üestimmungapunkte abhängige sind. . ■\ 

L Gegeben isU/4Jy</»v^(lrt-j&*), (Enkr §870, .1 = \ 

Hier -ar = P = ^'(t^ f)' 

dP 

^ — Ä ^ ^ fol^ende.Variations-Curve kann nicht leicht durch 
Integ^ratipn hergestellt werden. 

Sollte sie aber auch unbekannt bleiben, so folgt doch aus 

t=z ^^^^^j^^£j^pj sehr einiheh die BedJngungs- Gleichung. 
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8«teea wir, t^ie bei der Bracby^toci^'one « C 4aim wird 

80 diMB die Normal 9 der (nobekannnten) Vamtions^'Giirye 
alü BediBgiing8<»6leiobttiig eficheint 

IL Gegeben ist: » =: ^ ^ (der analytische 

Aiivsdiuck des ProLlnnH. die Curve zxi Anden, die mit ihrer 
Evolute den kleinsten Kaum ein4clilie8et)i } . ; 

Da in dieeom Auedrncke kein x entbalten ist, so kann man 
di^ Tailstions-Ou^ve segleloli ans Oleiehnng TL ableü^: ' 

SetBt man, da K k^ entWt, V^p(^J^ p^^^J^Qq^ 

wie Euler und nach ihm andere Auturnn thun, und was voll^ 
kommen richtig ist, so iolgt die unerwartete Bedingungs-Gleichung 

f ' ' ' ♦ ■ » IT 1 . 

^ ^ Oy also dy SS 0, y ss c (als Transi^ersal «- Corve). Im 
gegebenen Bdspiele wird, da N = 0, also P ~ ^ t=s C ist, 
F=D + Q) + y9, oder: li±£!Z ^ i) + Q> - ii^^A 

Es verdient, bei £uler verglichen zu werden, welche viele 
Transformationen nothwendJg waren, dass diese Gleichung als 
^ne Differensial - Gleichung der Gycloide erkannt wurde. — 
Und doch ist diess auf den ersten Blick einsnsehen. Denn ans 

q = ^^-^^ (§ 48, IV.) folgt für die Gycloide: ^itÖ^* = 4<rjj, 

und* diess in die voranstehende Gleichung substituirt, gicbt; 
Sap =r JD 4" 0^ i^ho 7) — 0, C = so dass die Cy<jloide 
die Curve ist, die das verlangte Minimum giebt. 

Znsats. Die Bedingungs- Gleichung y =: c seigt an, dass 
die Transversal- Curven senkrecht auf OY stehen (Fig. IX. 
S:48), a. Bs. ttoy «dd nmt ^ aUea Pm&teni, in den PuoktaR 
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bj m etc., wonach die geometrische Construction der Ciirve und 
ihrer Evolute sehr leicht herzustellen ist. Die Cycloide schliesst 
mit ihrer Evolute einen kleineren Baum ein, als Curven, die ihr 
m beiden S^en liegen und bis su ibrem Durchschnitte mit der 
Abseisse x verlängert sind, auch ^en kleineren Banm^ als die 
Gurve mit ihrer Evolute einscbUesst, die in der Abseisse x 
denselben Punkt mit ihr gemeinschaftlich hat. 

IIL Gegeben ist: » = ^ — p^dx. 
Es ^ iVT 33 P =; ^2p*^ demnach: ^.-j-^^ ssO dift 



Gleichung der Variations-Curve. 

Aus ^+^2=^0 folgt: dp "St — j) :r= ^ -f- C , und 

r 

daraus y ss a log - + Cdc 

Wird die Constante C so besthnmt, dass y für x = c gleicb 

X 

Null wird, so folgt: y s= alog 

c 

Die Bedingungs- Gleichung findet man aus V =s ^^-^pj P. 
Es wird ^ — = — ^ — 2p^, und daraus, warn j> ssr j 

substituirt wird : — 4 -^*r^* Da für die Transversal-Gurve 

F 2x 

dos dv <2f/ I Q 

F =s — ^ ist, so folgt: ^ = durch Integration 

2y -T- ii = ^yx; ein System aufeinaiKlei folgender gerader Linien, 
die für y ~ 0 siioimtlich den Punkt a ~ 2yx geben , so dass 
sie sämmtllch durch einen Punkt gehen, und sich um ihn be- 
wegen, je nach den Werthen, die für y substituirt werden. * 

Zusatz. Dieses Problem verdient weiter verfolgt zu wer- 
den, sowohl wegen der Flächen -Gleichung, als auch, weil 

Väx = — P*) dx^ unter der Bedingung, dass dz allgemein 

gleich Null ist, für sich integiabel wiid. Denn F ^ 0 zerlegt 
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sich in die F«:toren: [^ + ^^){^^^ = 0, deren 

f + {l - 1 f ) - 1 0 ist. 

Und doch ü»t für diesen Werth V die allgemeine Formel: 
dP 

j^^'* nieht identisch gleich Noll. 

§ 50, 

Von hier aus gehen wir m den FSIlen fiher, von denen 

gelehrt wird, dass bei ihnen der Variatioiis-Calcul nicht zur 
Anwendung kommen könne. Sic Bind folgende: 

dP 

1) Die Gleichung: N — ^p""^^» — •. = (> wiid identisch 

gleich Noll, worans nichts geschlossen werden kann, weil keine 
Pr&nisse vorliegt 

S) Die Gleichung: ^ + as O wird einer coih 

stanten Grösse gleich, was ein Widerspruch ist, gegen den der 
Calcul nichts vermag. 

In beiden Fällen ist es jedoch nicht schwer, ein leichtes 
Versehen nachsuweisen, so dass der Variations-Gälcul in den 
Ausdrücken ß^dx überall sur Anwendung kommen kann. 

dP 

Der erste FaU: + = identisch Null tritt ein, 

dP d'^Q 

wenn d% = Vda unbedingt integrirbar ist, denn ^ + ^ " 

= 0 ist das Criteriiiin der Into^rabilität gegebener Differenzial- 
Gleichungen. Man ßndet daher sogleich durch Integration: 
z^/Vdx =: f(xj y), so dass die Flächen-Gleichung gegeben 
erscheint; diese Probleme gehören also in Abschnitt IL, und es 
kSnnen unendlich viele Variations-Curven fOrbeliebigeBedingungs- 
Gleichungen abgeleitet werden. 

Es ist im § 26 davon gehandelt worden. Ist 7« B. Vdx = 
(jl — {,2if — x)p)äx gegeben, so wird ^ = i — 2p, P = — (2y — a;), 
dP 

daher ^— ^ = — ^p) — — 2p) = 0, und diese ist ein 
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j^eii^en^, dass (jr (^'<^a;)p) dx unbedingt integrirbar ist. In fkr 
That wird andi « ^ ajy — y*, d. h« es wird sogleich die Flächeit- 
Ok^hung gefttttden.» EU? die Begründung der IMre^^ das«, der 
Calenl bei e "sz xjf ^ nnVedingt eingreifen könne, während 

er bei dz = 'fy — i (2y — x) p) dx (was doch ganz dasselbe ist) 
nicht eingreifen könne, ümiet sich kein Grtjiid iij 4er historisch^ 

Entwicklung der Variations-Bechnung. 

' - dP d'Q 

Der zweite Fall tritt ein, wenn N — -r + ~rf — ■ • = ö> 

einer cp^tanten GrÖHse gleich wird, was ein Widerspruch ist 
Z. B. 2 s f{xp r-' y) dx. Hier wird N=-—l, P = dOTnyii 

N — ^ =• — 2 , während N — ^ = 0 sein sollte. Bekanntlich 
• (ftp . . • - ax 

ist 9 = f(xß — y)dx der analytische Ausdruck des Problems, 
eine Curve zu finden, deren Sector ein Maximum oder Minimum 

ist. Werden Polar-Coordinaten genommen, so ist: 2 Sect-=fu^d(p, 
worin u don Radins und qi den entsprechenden Winkel bezeich- 
net. Wird dieser Ausdruck variii-t, so folgt: N-=2uy P ~ 0^ 
demnach N :r= 0, u 0, ein Resultat, das keinen Widerspruch 
in sich schlicsst, sondern anzeigt, dass es für die gewählte 
Variations-Gleichnng eine solche Curve einfach nicht gebe. Denn 
der Radins i« ==: 0 beäseichnet einen Punkt, nicht ^e Curve. 

Werden statt der Polar-Coordinaten die rechtwinkeligen 

Coordinateti substitnii^ , g) d=: aratg,-, u* = ab* ^, so folgt: 

2 Sect =r f{xp — yydx, und das nämliche Problem sollte nun in 
dieser Forn;L des Calculs den. Widerspruch: — 2^0 geben? 

■ - S 51. 

' * Die allgemeine Lösung beider Schwierigkeiten besteht darin, 

daas man J*(.V — dxdy = 0, (JLdxdy 0) 

als die einzige Variations^ Gleichung nimmt ^ während § 38 be- 
Meseaurtirde (woraaf auch schon Süler faingedeulot hat),, daas 
ifrei Sqniraliinte Fonnejjn f intretoa: 1) Lrftn^ 0, %) (JLdx) 
= 0, 3) yd^Ldx) = 0. Die erste Formel nimmt man in den 

allermeisten Problemen, während man in allen auch Formel (2) 
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und (8) eacperimentii« kSnntoi • Dia Fonnel (9) MUS» mm lütk 
genontiMiriwoideii, wo Ldat Idcntisoh gkieh NhU, «bo. « für i^kik 
itlegnibel ist. ' Uiid Formel (3) wird genommAii, -wenn L MtM 

Null einer constanten Grösse gleich wird, weil dann daa Dif- 
ferenzial von L pUich Null wird, whb nicht ein Wi^empitucl^ 
sondern ein vollkommen brauckbares .Eesukai ist. • - / 

Wird L C, dann folgt: • . r 

«Bie ein;dge Gleichung fitr zwei unbekannte Grössen^ nämlich 
für F ( ßedingungs- Gleichung ) und für die Variations - Ourve. 
Es Bind also auch iii diesem, wie im zweiten Fall«, unendlich 
viele Auflösungen mögUch , indem für andere Bedingungs-Glei^chp 
vngen auch aiidere VanatioV'-'Uleiclumgeii hervorgohen. 

BeUpi^L Ist das Piroblem Vdx s= (xp — y) dx gegeben, 
so ist K=r agi — y, =■ ^ 1, P = x , L = — 3, und (C=;xO 

[Werden nun beliebige Bcdingungs- Gleichungen genommen^ B. 
«±yB3«, ai*d=«ty>si>ete., ao wird Js^— ~j = zf^ J, 

Diese Wertlie in ypF-zzipx — 2ij öubstituirt, geben Diüeremsial'^ 
Gleichungen zwischen x,ifj^p..y deren Integration dio eDtspreclie&- 
dea Variationa-Gleiohuageii: liefert. 

Werden s. B. die Seetoren mit Sb» beseicluief, tmd ist % 

OrcBnate, so ist ^fe» =: /(op, eine Flüchen - Gleichung , in wel- 
cher eine gefundene Variations- Curve grössere oder kleinere 
Werthe von z <i;icbt, als alle rechts und links liegenden zur 
IMingungs ■» Ourye . gezogenen anderen Curven. 

- Z US Atz. Den dm mögHeherweise antretenden Fällen dcfr 
Variation entsprechen genau die drei Fonnelns Ld»d^.^ 0^4 

dhf/Ldx =33 0; yd{Ldx) == 0. Die erste Formel ent.spricht den 
vollivommen bestimmten Problemen ; zweite uiul dritte Formel 
entsprechen unbeötimmteu Problemen j sie geben aber niclU 2*iicitla^ 
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man mnimmt, sondern eine onyJhHge Menge richtiger 
Ldsnngen ; und so wong, als In der Algebra die nnbeetiaBnute 
Analytik verworfen wird, so wenig sind diese Formeln sni ver* 

werfen. Auch können diese iiiizäliligen Auflösungen durch ander- 
wärts gegebene ßcdingungen nuf v\nv hestinimte Anzahl be- 
schränkt werden , was eben von der ^atur der einzelnen Probleme 
abhängig ist. 

§ 52. 

Wenn nun im Allgemeinen die Prnblemi' dipse;* Abschnitts 
erledigt sind , so bleibt dennoch Mehrere» und nicht Unwichtiges 
zu erläutern übrig. Denn die Methode der Grundlegung einer 
Theorie ist eine andere, als die der Theorie selber; wenn in 
dieser von festgestellten, sicheren Princi|Men aus alle Lehrsfttse 
abgeleitet werden , so gilt es bei der Grundlegung vielmehr, Alles 
Schritt vor Schritt zu elementarisiren , damit jeder einzelne Punkt 
in seiner Bedeutung vollständig erfasst werde. 

Wir haben bisher nicht von den Grenswertben gehandelt, 
die in anderen Theorieen der Variation eine so grosse Rolle 
spielen; wir haben sie ausgeschlossen, unbedingt, absicbtiich, 

weil die Variationen allgemein , und uicht bloss zwischen bestimm- 
ten Integral- Grenzen zu gelten haben. Diess ist sehr leicht zu 
beweisen. Jeder Satz gilt so, wie er abgeleitet ist Braucht 
man su seiner Ableitung gewisse Einschränkungen , damit er g&l** 
tig bleiben kann, so gilt er nur unter diesen Einschränkungen ; 
kann man ihn allgemein ableiten, so gilt er allgemein. Diese ist 
aber bei allen vorausgehenden J^ehrsStsen der Fall gewesen, mit^ 
hin gelten die Variationen allgemein. 

Zudem ist die Untersuchung über die Grenzwerthe gams 
allgemein analytischer Natnr; sie trifft die Diffierenraal- und 
Integral'- Rechnung, nichit den Variations-Galcid, der nur eine 
Anwendung dieser Disciplinen ist. So wird B. die Theorie 

der Gleichungen in der Algebra behandelt, nicht aber in der 
Curvenlehre, obgleich sie in dieser eine sehr wichtige An- 
wendung findet 



L 
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EndHdi weiss man, cUsb die Himptgleicliiiiig der 

N^-i — h 'T-T — .. 0 schon bekaunt war, ehe Lagrange 

die Gesamint- Gleichung herstellte, die wir in unserer AUdttiqg 

als folgende kennen: 

+ 

Nun giebt Gleichung (1) , gleich Null gesetzt , die Variations- 
Gleichung. Allein die in (1) gefündenen Werthe machen Gleich- 
ung (2), Gleichung (3) etc. weder einzeln noch in Verbindung 
unter «nander gleich NulL Da man nun beharrlich dasVariations- 
Differential ds mit dem Transversal - Differenzial d», welches 
allerdings gleich Null ist , verwechselte , und unbedingt das 
Variations - Differenzial Vdx unter der Form dfVdx gleich Null 
haben wollte, so blieb kein anderes Mittel übrig, um alle Gleich- 
ungen (1), (2), (3) etc. wegzuschaffen , als sie einzeln gleich Null 
zu setzen, und dann aus jeder bestimmte Werthe abzuleiten, die 
diesB leisten, und die man Grenswerthe nennt, Werthe, die das 
Variiren dnschr&nken, weil nur fOr sie der gegebene Ausdruck 
Vdx gleich Null wird. 

Nun ist aber Vdx in der Tbat nicht gleich Null, sondern 

gleich (II) ! +p) <fc (| 4- P - J5 +-+(«—) ^ + •■), -«rie 

Euler selbst in den §§ 47, 49 angeführten Beispielen setzt, so 
dass man irre wird, und den Grund vermuten kann, warum 
spätere Autoren eine Gleichung, die Euler in seinem Haupt- 
werke (Methodius inoenimdi ete,) unbedenklich und nut Nutzen 
und Erfolg anwendet, ausser Acht lassen. Diese Formel, richtig 
aufgefasst, widerspricht der Theorie der Grenzwerthe. 

Man könnte daher versucht sein, zu schliessen, dass diese 
Grenzwerthe zu dem besonderen Zwecke ausgedacht worden sind, 

0 
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Gleiehniigen weg&Uea zu maeheD, die eineiseits tmbeiiuem ^d, 
und andererseits nicht anders verwerthet werden können \ und diese 
Gleichungen mnsste man wegbringen , weil sonst Vdx nicht gleich 
Null wird, und dieser Ausdruck sollte gleich Null sein, weil 

man das Variations-Differenzial mit dem Transversal -Differenzial 
verwechselte, sodass ciiK» Verwcchslunc:. ein Trrthum, der Grund 
der ganzen Theorie der Variations-ürenzwcrthe sein könnte. 

So zu schliessen wäre ungerechtfertigt, dieser Gegenstand 
bat einen tiefer liegenden Grund, der nun xu erforschen ist. 
Vielleicht gelingt es uns dabei auch, den Bemoulli^schen und 

Lagrange'sehen Ideengang in genuiner Oonstruction kernten ku 
lernen. — Wir schlagen einen Weg ein , der Anfangs ein Umweg 
zu sein scheint, der aber sehr bald und sehr rasch zum Ziele führt 

§ 53. 

Es unterliegt nicht dem geringsten Zweifel , dass in Variations*- 
Problemen des II. Abschnittes, in denen die Flächen -Gleichung 
gegeben ist, alle Curven, die mit der Vatiations-CurTe den 
Punkt X, y gememsehaftÜch haben» auch den gleichen Werth a 
Fig. XI. gemdnschafUich besitsen, da s = f(^,y) 

gegeben ist. Ist z. B. in Fig. XL die Linie 
Ock Variations-Curve, so haben die Para- 
beln nr, Oc den Punkte mit der Variations- 
Curve gemeinschaftlich, und die Ordinate a 
im Punkte c ist für alle Curven, wie sie 
auch immer durch c gesogen sein mögen, 
i Ji jp Jf eine und dieselbe Ordinate. 
Wie stünde es nun, wenn diess auch für die Probleme des 
m. Abschnittes einträte? Dann wäre z — fVdx statt Maximum 
oder Minimum für alle Curven, welche die Endpunkte mit der 
Variations - Curve gemeinschaftlich haben , eine und dieselbe 
Grösse, also für sie constant, so dass die Lösung des Problems 
gänzlich verfehlt wäre. Denn es ist bekannt, dass der Variations- 
Calcttl bei Aufgaben des UL Abschnittes in Ermanglung der 
Kenntniss einer Transversal* Curve gerade den gemeinschaft» 
Hohen Endpunkt der mit der Variations-Curve verglioheiiea 
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Cuncn betont, und auch in diesem Falle singulär im Rechte ist, 
da die Variations - Curve nicht bloss im Verp^leich zn allen auf 
die Transversal - Curve gezogenen Linien, sondern auch im Ver- 
gleich XU allen Lanien, die mit ihr denselben Punkt, den Werth 
(x, y) gemeinschaftlioh haben ^ ern Maximum oder Minimum sein 
aolL So giebt (§48, Zuaata, Fig. X.) die Cydoide nieht blofl« 
gegen alle auf die Nonnale gezogenen Linien, eondera auch gegen 
die Linie, die den Punkt r der Normale mit der Variations-Cnrve 
^omeinhcliaftlich hat, ein Minimum der Fallzeit, nicht eine Gleich- 
heit der Falkeit, was eintreten würde, wenn die Ordiiiatp 
die in r beiden Curven gemeinschaftlich ist, auch für beide Curvea 
denselben Werth h&tte, wie diese in den Problemen des II. Ab- 
schiüttea der Fall istl 

§54. 

Diese Schwierigkeit ist nnn zu heben. — In den Problemen 
des ITT. Abschnittes ist die Flächen -Gleichung nicht gegeben, 
sondern Ke.suitat einer Integration, und werden in z = fVdx 
andere Curven , d. h. andere Gleichungen zwischen x und y sab- 
Qtituirt, so erfolgen nothwendig andere Werthe von z, d. h. es 
erfolgen überhaupt andere Flächen, die über einander liegen, 
so dass dem nftmlichen Punkte (so, y) in der Ebene XY yet- 
Bchiedene s als Ordinaten verschiedener Flächen entsprechen. 

Werden algebraisch verschiedene Gleichungen 'm JV(tx sub- 
stituirt, so kann diess eine gänzliche Formveränderung der Functio- 
nen, nicht ein blosser Uebergang zu vorhergehenden und nach- 
folgenden Punkten einer und derselben Function sein. Eine gänz- 
liche Formveränderong der Functionen, von der man freilich nicht 
weiss, wie sie allgemein hergestellt werden soll, wird in den 
Theorieen des Variations -Calculs als der entscheidenste Punkt 
voransgestelU, kann jedoch in keiner Weise bewiesen werden, 
weil bic bei den Variations -Operationen in der riiat nicht statt- 
findet. Denn in den allgemeinen Operationen hat man nur 
die Substitution von x ^ da; statt ac, von y dt. dy statt y etc., 
und diess ist nicht unbedingt eine Form Veränderung der Functio- 
nen, sondern kann sogar selbst bloss ein Uebergang zu anderen 
Werthen einer und derselben Function sein. 

6* 
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Jedoch empiriBeh kann man die Fonuverändenmg sehr 
ivohl hersteUeiiy und Euler hat dureh sem Verfahren, durch 
welches er Maximum und Minimum unterscheidet (§ 41)^ durch 
Substitutionen beliebiger Cnrven wahre Fomverilndenmgen von 

Functionen vorgenommen. Er gebraucht diess aber nur aushilfs- 
weise bei der Entscheidung über Maximum und Minimum , die 
von dem Zeichen des zweiten Differenzials abhängig ist, er ge- 
braucht dagegen diese Substitution nicht beim ersten Differential, 
nicht bei der Ableitung der Hauptfunotion, denn dabei hätte sie 
keinerlei Dienste leisten Icönnen. 

Nehmen wir z. B. da» Problem § 48, das von der kleinsten 

FaJlzeit handelt — Wird in den Ausdruck: r>^(A±^-— 

die Gleichung der Cycloide substituirt, so erfolgt für einen be- 
stimmten Werth, z. B. X = do^ die Grösse der Fallzeit gleich 

tt/"^. — Wird in denselben Ausdruck die Gleichung einer 

anderen Curve, z. B. einer geraden Linie, substituirt, so ist für 
X 2a, die Gleichung der geraden Linie, die Anfangspunlct 
und Grenepunkt (x = 2a) mit der Cvcloide gemeinschaftlich hat, 

= '^"'^^"' ^ («id « = 3» geeetat) = +^.). 

Dieser Werth mit dem Werthe der Cycloide: n/'- verglichen, 

zeigt, dass die Cycloide eine kleinere Fallzeit giebt 

IMe beiden Fallzeiten, die beiden gefundenen Werthe z, 
entsprechen demselben Punkte x, /y« aber sie sind Ordinaten, 
nicht der nämlichen, sondern verbchiedener Flächen. 

Diess ist Eulcr^n Verfahren; man Icann es Tiberall empirisch 
anwenden, aber ohne Regel und nach blosser Willkür, und darum 
sind auch die Resultate nur fOr willkürlich gewählte Formen 
gültig; doch scheint diess Verfahren zutreffender zu sein, als 

das andere j das nur den Uebergang zu vorbeigehenden und nach- 
folgenden Wertheu einer und derselben Function macht, demi 
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dadurch werden nur Warthe von z verglichen, welche in der 
Ebene XY verschiedenen Punkten entsprechen, den Punkten (Xfi/), 
(x^^dx, tf±: dy); und geschieht bloss dieses, dann scheint die 
Katar der Aufgabe verfehlt zn werden — eine Abimmg Tom 
Plroblem, Welche diejenigen vertreten mögen, die keine Bedingungs- 
Gleichnng und keine Transrersal-Carve kennen, und nurtXtnren 
vergleichen, die denselben Punkt gemeinschaftlich haben sollen. 

Sie vertreten auch ihr Verfahren, indem sie sagen, dass 
gerade für die Grcnzwerthe die Punkte, um die es sich handelt, 
zusammentrefi'en. Wenn diess wirklich zutrifft, und nicht eine 
blosse Behauptung ist, dann ist es eine richtige Antwort, aber 
dann ist der Preis, um welchen man sieb aus derScblinge zieht, 
rai gross; es wird n&nlich die Allgemeinbeit des Variirens ge- 
opfert, und diess ist eine viel zu theuer erkaufte Rechtfertigung. 
Und zudem ist mit diesem Opfer noch nicht einmal erwiesen, 
dass die für diese (irenzwerthe gefundenen Grössen z nicht durch- 
aus constant bleiben, was doch der Mittelpunkt der Frage ist, 
und um den es sich in Wahrheit allein handelt. — In der Wirk- 
keit steht es jedoch nicht so schlimm, denn das Ganze ist nur 
eine theoretische Beruliigung. Bei wirklichen Problemen nehmen 
alle Theorieen die Variation allgemein, z. B. PK»blem 45, 
in welchem Euler die Gleichung y •=: nx statt der Variations- 
Gurve setzt Diese Substitution gilt für alle Werthe von Xy für 
x = |a, a, 2a, etc., es mag dafür das Lagrangc'sche dij gleich 
Null werden oder nicht. Doch ist nicht zu verkennen, dass diese 
Schwierigkeit , welche die ganze Theorie zu erschüttern im Stande 
wäre, eben so gut unser Verfahren trifft, das keine Formverän- 
derung, sondern vermöge der Di£Perenzial- Operationen nur lieber- 
gSnge von (x^y) wxx {z dx , y dy) kennt, und nicht einmal 
Qrenzwerthe in Anspruch nimmt, um nSthigenfalls dx oder dy 
verschwinden machen zu können. 

Dem wahren Ziele nun , etwa mit unendlich kleinen Grössen, 
dem gewöhnlichen . aber nicht zu rechtfertigenden Auskunits- 
mittel, näher konamen yai wollen, daran kann nicht gedacht 
werden , denn es handelt sich nicht um blosse Annäherung , son- 
dern • um wirkliches Zusammentreffen der Punlcte x^y^ und über- 
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diess auch um eine wirkliche Differenz der diesem nämlichen 
Punkte X, y entsprechenden Ordinaten z. Denn dass die ge- 
fundene Function z nicht constant, äondcrn wirklich ein Maximum 
oder Minimum ist, das ist das Wesen der Variation, und indem 
wir den einen Punkt, die CoTncidenK von y) in^e Auge fassen, 
dürfen wir den anderen, die Differens von js, nicht fiberaehen« 

§ 5S. 

Die mit der Variations-Cnr\'e ahc (Fifj. XU.) zu vergleichenden 
Nachbar- Curven ayn, aßm werden erzeugt, wenn in der Ebene JTF 

statt der Ordinaten y die OrdiaaF» 
ten X ^ db dy genonunen 

werden. (W&ldi man für denselben 
Werth dx die Zunahme dy so , dass 
sie der aus der Variations-Curve 
hervorgehenden Zunahme von ^, also 
der Grösse Jy gleich ist , dann ent- 
fernt man sich gar nicht von der 
Variations-Curve, sondern bleibt 
gänzlich in ihr, und vergleiebt nur 
ihre vorhergehenden nnd nach- 
folgenden Werthe von z unter sich.) 
Nimmt man jedoch die willkürlichen Zunahmen dy verschieden 
von J}! , so werden Nachbar - Curven erzeugt. Ist z. B. die 
Bedingungs- Gleichung cc =: c , dann werden durch die Sub- 
stitution von beliebigen y de dy statt y, während x denselben 
Werth behält, Nachbar- Curven erseugt. Giebt die Bedingung^-* 
Gleichung etwa die Transversal-Iame /Sy, dann werden die Cur- 
ven oßm^ ayn erzeugt, indem man die aus der Bedmgungs- 
Gleichung hervorgehenden dar, dy m x dx, y de dy setist, 
und diese Werthe in die Variations-Curve substituirt. Setzt man 
der Kürze halber ^* statt x ^dx^rj statt y r/?/, so ist die Gleich- 
ung dieser Nach bar-Curven z = /(^, ;^), wenn die Gleichung der 
Variations-Curve z =: (u5,y)i8t. — Aber forraverändernde. empirisch 
gewählte Curven ahv, abw, die einen Punkt 6 mit der Variationa* 
Cnrve gemeinsohafUich haben, werden dadurch nichl erMugt» 
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Wie atm aber auch immer diese beliebigen^ formverändern- 
den Ctirven abv, abw gewählt werden mögen, eo giebt es jeder^ 
seit entsprechende allgemeia erseugte Ciurven oyn, aßm^ deren 
Taiigenton mit den Tangenten der empirischen, fonnverändenn 
den Curven in der mit ßy parallelen Lonie »er susammenfallen, 
so dass die ersten DiffereiiziaUen von z der fünf (oder unendlich 
vielen) vpriT^lichenen Cnrven, aJir , abv, abu>, aßm, ay», einander 
gleich sind (die Ximen Ip , v/« ^ . . .). 

Betrachten wir die beiden Curven abw und ayn (und das- 
selbe gilt von allen susanmiengehörigen Curven), so haben sie 
im Punkte r die gleichen Werthe dst und auch die gleichen ät^, d|. 
Die der Curve ayn im Punkte y entsprechende Ordinate s werde 
mit js', die der Curve abw entsprechende Ordinate s im Punkte b 
werde mit bezeichnet. Geht man durch Integration von dz 
zu z zurück, so erhält man die Ordinate yk, wenn die Linie khf 
der Durchschnitt der Xraasversal- Curve mit der gegebenen 
Fläche ist. 

Von diesem Werthe yk weiss man, dass er grdsser oder 
kleiner ist als bh (die Ordinate « für die Vsmtions - Curve)» 
Dasselbe weiss man von ßf, denn diese Werthe yh, ßf unter- 
scheiden sich von bh im zweiten DiiFerenziale durch den Werth 

adJLdxdy , ein Werth, der für alk Diiituen/ialien der Variations- 
Curve gleich KuU ist, während er für die Bedingungs-Gleichung 
(Transversal -Curve) positiv oder negativ wird, je nachdem die 
Variation ein Minimum oder ein Maximum giebt. 

Diese Werthe von z sind analytisch: « = /(S^ i;;) ^ (/(« dasy 
jf ± dy) (wenn die aus der Bedingungs-Gleichung hervoigehen- 
den Werthe die, dy genommen werden). 

Femer weiss man aus dem Fundamentalsatz des Differenzial- 
Calculs, d. h. aus dem TaylorVckon Lehrsatze, dass 
J{x ±dx,ydz dy) = /(a-, y)±:d (J {x, y) + ^d' (/(x, y) + . . . 

Geometrisch interpretirt sind aber » = f(x ^ dxy yd- dy), 
z ^ yk, z r= ßf etc., Ordinaten », die in der Ebene XY auf 
den Punkten xd=.dx, y^dy senkrecht stehen^ .wfthrend /(x, y) 
<£e Ordinate JA ausdruckt, die tu der Ebene XY auf dem Paukte b 
senkrecht steht. 
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Was sind nun aber d{f{x, y), d^(f(x,y) u. s. w.? Ebenfalls 
Linien, die in der Ebene XY auf den Punkten x, y senkrecht 
stehen und sich zu bh addiren, oder von bh subtrahiren, je nach- 
dem die Zeichen der verschiedenen Differensialien beschaffen sind, 
wobei noeh erinnert wird, dass zwar das erste DttTerenziai 
^if(^ttt) glcieh Null Ist, aber nicht die nachfolgenden Dif* 
ferenzialien* 

Wwden diese in demselben Punkte stehenden Unien so- 

ßamniengenommen, so geben sie in obensteliender Figur die Lini^ 
bXf b(p etc. etc. 

Nun ist aber endlich auch 3" (das Resultat der Diöerenzirung 
in Bezug auf die Curve ahtc) ebenfalls gleich / (|, jy) es ist dem- 
nach auch für Jede willkürliche, formverindemde und durch jeden 
belietbigen Punkt h der Variations - CSnnre gehende Unie aftw, 
abo , . . die entsjMreehende Ordinate gleich 5«, h^^ also flir rechts 
und links liegende Cnrven grösser, wenn die Variation ein Mini- 
mnm ^ebt (und kleiner, wenn die Variation ein Maximum giebt), 
60 dasü durch Integration Werthe von z hervorgehen müssen, 
die für denselben Punkt (x, y) verschieden sind , also verschiede- 
nen Flächen entsprechen , was auch die Substitution irgend einer 
beliebigen Curve empirisch giebt. (Analytisch ergeben sich ohne- 
hin die gleichen Werthe von 9 und da diese Ghrössen durch 

Integration von '^■^) ^ — ^ gefunden werden, und F, V 

für » ine für »" denselben Werth haben.) 

Zugloch ist erwiesen* dass für diese empirisch gewShlten 

Curven die nämliche Ableitung der Variations- Curve, und da8 
nämliche Critcrium der Unterscheidung des Maxiiijums und Mini- 
mums gilt, wie sie für die allgemein ableitbaren Curven ayn, aßm 
gefunden worden sind. 

§ 56. 

Nun können viit sogleich den Ideengang verfolgen, den 
Lagrange und Euler (in den späteren öchriiten über Variation) 
genommen haben. 

Für jede allgemein construirte Curve ayn^ sowie für jede 
durch irgend einen Punkt der Variations -Curve gehende empirisch 
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abgenommene Curve abtc mms der Ausdruck /Ldxdy gleich Null 
sein. Nun ist (Zi) fttr die Variaäons- Curve allgemein und für 
beliebig gewählte Gurven singulSr gleich Null, und bleibt gl^ch 
Null in allen nachfolgenden Differenzialien, weil in ihnen die 
Werthe des ersten Differenzials substituirt werden. Für alle 
ttbrigen allgemein construirten Curven erhalten die zweiten und 
höheren Difteienzialien von /Ltlxfly bestimmte Werthe und sind 
nicht gleich Null, weil in ihnen die Werthe der Bedingunga- 
Gleichung substituirt werden. 

Denn jede empirisch gewählte Curve (Fig, Xm.} abw, äbo, 
die mit der Varialions - Curve abe einen beliebigen Punkt b 



Fig. XIII. 



gemeinschaftlich hat, hat die Eigen- 
schaft, dass sämmtliche Ordinaten z 
der Variations - Fläche , die in der 
Transversale ßy liegen, auch für sie 
wie für die Variations-Curve grösser 
oder kleiner sind, als die Ordinaten in 
Aber diess gilt nur für den gemein- 
schaftliehen Punkt b, nicht für andere 
Punkte, z.B. nicht für tj^ ^. Denn in der 
Transversale rC hat nur der Durch- 
schnittspunkt mit der Variations-Curve 
diese Eigenschaft, während für ?; und 'C die auf der Transversale 
vorwärts und rückwärts stehenden Ordinaten continuiriich zu- 
nehmen oder abnehmen. Ebenso in den Punkten r und w, da 
in der Transversal- Curve fgk nur ge ein Minimum .ist, nicht aber 
auch «/ oder wk. 

Weil aber für den Durchschnittspunkt jede beliebig gewählte 
empirische Curve die Eigenschaft der Variations-Curve hat, so 
gelten auch singulär für sie die Gleichungen der Variations- 
Curve Vdx s= ?^ -f ~ rfa?, und ~ — = 0, also auch die 




daraus abgelötete Qleichung : — ^ + 



— =0. (Für 



die Variations - Curve gilt diese Gleichung allgemein, für eine 
belieUg gewählte Curve aber nur für den Ponkt, den sie mit 
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der Variations-Curve gemeinschaftlich hat. Eine solche Cur v e 
ist für diesen Punkt gleichsam wie die Variations- 
Curve, und keineswegs gleichsam wie eiij,e JSeben- 
Gurve, ». B. ayn (der vorhergehenden Figur). 

Z. B. Im Problem g 45, IV, vergleicht Euler die gerade 
Linie ^ •srnx mit der Veriatäons-Curve ax s 3y*. Für den Punkt, 

den beide Curven gemeinschaftlich haben, wird y ziz y, also 

ax =: = Für 0? = a wird n = j, ffir x = 2a 

l 

wird » = v^^i^ etc. 

o 

dP 

Nun ist in diesem Prohleme : N — * * — "^f *> 

für die Variations-Curve allgemein gleich Null, hingegen für 
y = «X nur für den eingulären Werth n = Z"^. Ebenso sind 

alle nachfolgenden Differensialien von { ^ ^ * * ) ^ ^® 

Variations-Curve all mein, und für die gewählte Curve 
singulär gleich Null, st; i'as.s diese für ihre Nachbar -Cur\'en 
in diesem Pimkte ein Maximum oder Minimum ist, wie diess 
(§48, Zusatz) bei der Cycloidc erläutert worden ist. Dort ist die 
Fallzeit einer geraden Linie, die einen Punkt r mit derCydoide 
gemeinschaftlich hat, kleiner als die Fallzett in den rechts und 
links von dieser Linie liegenden geraden I^inien. 

Hat die Variations-Curve diese Eigenschaft in allen Punkten, 

so hat eine gewählte Curve, z. B. die gerade Linie, sie mn- in 
einem Punkte, hingegen können für jeden Punkt dor Variations- 
Curve andere Curven gewählt werden, die wieder singulär für 
einen Punkt diese Eigenschaft haben. 

Indem nun Lagrange und Euler die Einschränkung auf sin- 
guläre Werthe, welche für die gewählten Curven gültig und noth- 
wendig ist, auf die Variations-Curve übertragen, für welche diese 
Einschränkung nicht nothwendig ist, müssen sie die Variations- 
Operationen als nur innerhalb bestimmter Integral-Grenzen gültig j 
erklärcTi. ^\ as nur auf einer Verwechslung der Variatious- Curve 
mit den empirisch gewählten Curven beruht Darum fallen für 
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die Variation diese Grenzen unbedingt ^yc^ und mit ihnen auch 
die spccifischen Untersuchungen über die Vnriations-Grenzwerthe. 

Der ideengang Bernoulli's und Euler's (in seinen früheren 
Schriften, denn BemouUi hat die Bahn gehrochen, die Euler 
noch in: Meti^odua imementU emvas etc. verfolgte) findet hin- 
reichende Erlluterung in der vorausgehenden Figur. Bernoulli ver- 
gleicht nur Cnrven, die denselben Endpunkt b gemeinschaftlich 
habm. Die Vergleichung zweier Punkte b und r genügte nicht 
für die Variation, wie auch in der That noch der Punkt y dazu 
genommen werden muss. Und überdicss muss mit der Trans- 
versale ßy noch die Transversale verglichen werden. — Es 
bleibt bewunderungswürdig, wie Bernoulli von so schwachen 
Anhaltspunkten ausgehend, das richtige Variations - Resultat: 

— j — h 3-« — . . = 0 ableiten konnte. 
dx dx* 

§ 57. 

Vergleichen wir die voranstehenden Resultate mit den Re- 
sultaten des n. Abschnittes, so kann uns nicht entgehen, dass 
die Variations- Probleme des III. Abschnittes vielfach anderer 
Art sind, als die Variations -Probleme des IL Abschnittes. Denn 
in diesen haben wir eine Flächen -Gle&chung gegeben, und un- 
endlich viele mögliche Variations- Curven; in den Plroblemen des 
nL Abschnittes hingegen haben wir eine Variations -Gurve und 
unendlich viele verschiedene FlSchen - Gleichungen, wenn die 
Bedingung festgehalten wird, dass die verglichenen Curven den- 
selben Punkt (x, y) gemeinschaftlich haben sollen. 

Die Probleme stbnmen aber wieder überein, wenn in IL 
Flachen- Gleidinng und Bedingnngs -Gleichung mit einander ge- 
geben sind, und wenn in IIL die singulftre Bedingung weggelassen 
wird, dass die verglichenen Curven irgend einen beliebigen End- 
punkt gemeinschaftlich haben sollen. 

Dieser Unterschied und diese Uebereinstimmung kann uns 
nicht überraschen; vielmehr werden wir in Abschnitt IV. noch 
auf andere DifFerenzpunkte treffen, wo dann Alles, Ucberein- 
stimmung und Verschiedenheit genügende Erklärung finden wird. 
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Variatum der Ausdrücke ixm der Form: s zjz /(as^ y» 9 • Of 
in denen mhst den VeränderUchen y audk ihre D^eren^ 

zialien mtlmUm sind. 



§ sa 

Wenn In der £ntwicklimg8- Geschichte der Probleme des 
vorhergehenden Abschnittes eine berühmte Curve, die Brachysto- 
chrone, den Anfang macht, so stehen an der Spitze der nun 
folgenden Probleme ebenfalls historisch berühmte Curren, die 

Ellipse und Hyperbel, weil in ihnen die zuerst in Anpi;riff ge- 
nommenen Probleme dieser Art ihre TÄisung gefunden liaben. 

Es sei 2, B. das Problem gegeben : Werden auf der Abscisse OX 
(Fig. XIV.) in zwei beliebigen Punkten 0 und X^ zu welchen 
Fig. XIV. Absdssen « = 0 und x "ss a ge^ 

hören, die Senkrechten OY und JiTft errich- 
tet, 80 wird die Curve gesucht, welche 
die Eig:enRchaft hat. dass die Tangente 
jede« beliebigen Punktes c Theile von 
OY und Xk abschneidet, deren Product 
(Oa X Xk) ein Maximum oder Mini- 
Ö^f X mum ist. 
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Da Ott Ä y — Zfc =r y H- (o — 0?) ^ ist, so wird 

s =■ (y ~ xp) (y -H (a — der analytische Ausdruck des 
gegebenen Problems. 

Wird z total diilerenzirt , so wird 

da — — (2y + (ö — -2a?) j?) + {2y + (a ~ dy -h 

+ {ia^2x)y — 2(a — x)aBp)dp, 

Da dy = pdsß ist, so heben sieh die beiden ersten Glieder 
dieses Differenzials identisch auf, und es bleibt noch d» = 

((ö — 2«) y — 2(ö — x)xp)dp, was genau dasselbe ist, als ob 

mau in 5 die Grössen y constant und ])U/S8^ veränderlich ge- 
nommen und nach p allein dilferenzirt hätte. 

Das Difierenzial d» gleich Null gesetzt, giebt die beiden 
Gleichungen i dp^O, und (a — 2x)y — 2{a — x)xp^O, welche 
integrirt, die erste die Tangente y = ax -^ß (die Linie hk), die 
zweite y* =r Cx(a — 'x) die Ellipse OcX giebt, wenn C positiv 

ist (oder die entsprechende Hyperbel für einen negativen Werth 

von Die Gleichung y'^ — Cx (a — x) drückt überdiess aus, 
dabö die gegebenen Punkte U und X die Scheitel dieser Kegel- 
schnitte sind. 

Wird in irgend einem Punkte c die Lage der Tangente hk 
positiv oder negativ vej^dert, d. h. geht die Tangente in die 
Secanten mn, ab über, so ist das Product der durch die Secan- 
ten tnn, ab. . abgeschnittenen Linien (aO X hX) k,leiner als das 

Product der durch die Tangenten abgeschnittenen Linien, su dass 
die Ellipse OcX der geometrische Ort aller Maxima von z ist. 

Da ferner das totale Differenzial von a gleich Null ist, so 
muBS is.eine constante Grösse sein, was auch in der That der 

♦ __ 

Fall ist, so dass die merkwürdige l^igenschaffc der Ellipse (und 
Hyperbel) hervorgeht, dass die P^oducte der durdi beliebige 

Tangenten in allen Punkten abgeschnittenen Linien hO und kX 
constant sind (was längst bekannt war), und dass überdiess 
diese Producte in \ ergleich zu den von den entsprechenden 
Secanten abgeschnittenen Linien Maxima sind, eine von Lagrange 
zuerst bemerkte Eigenschaft dieser Kegelschnitte. 
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Von solchen Problemen aus bat die Lehre der oben bezeich- 
neten Variations- Ausdrücke begonnen. 

§ 59. 

Der Anfang dieser Entwieklung war etwas eigenthümHcli. 

Euler bestritt bekanntlich, dass Probleme der Art m den Varia- 
tionen gehören, und er war zugleich der Erste, der in einer 
1750 erschienenen Abhundiuiig „über einige Paradoxieen des 
Integral -Calculfi^ gerade diese Probleme ex proi'esso behandelte, 
und von ihnen In anderer Hinsicht lehrte, dass sie jederzeit 
zweier Auflösungen fähig sind, einer durcli Integration, die one 
willkürliche Constanto erfordert, and einer andern duFch blosse 
Differenidrang der gegebenen Gleichung. 

Und in der That, wenn s constant ist, so findet man die 
gesuchte Curve unmittelbar durch Integration von 

Cäx {ifäx — ^d^) (ifdx 4- (« — «) dy). 

Substitoirt man aber zweitens in dieser Gleichung den am 

ds = 0 = ((a — 2x) y — 2 (a — x) xp) abgeleiteten Werth 
80 erhält man eine Gleichung des zweiten Grades zwischen a; und*/, 
die keine willkürliche Constante und auch keine Differenzialien 
mehr enthält, und deren algebraische Reduction die Ellipse oder 
Hyperbel giebt, je nachdem C positiv oder negativ ist 

Diess vornehmlich betrachtet Euler als ein Paradoxon, dasa 
die Bitfbren^irung die Stelle der Integration vertreten kdnne, 

was allerdings merkwürdig genug ist. 

Später nahm Lagrange die Euler'schen Paradoxieen wieder 
auf, und behandelte sie mehrmals in seiner Theorie über die 
Functionen, sowie in seinen Vorlestmgen über diese Theorie, 
wobei er fand, dass die DIfferenzirung dieser constanten Aus- 
drücke zugleich ein Maximum oder Minimum giebt, was wieder 
ein Paradoxon wäre, wenn es vom totalen DifPerensdal dxy und 
nicht von den blosd partiellen Differenzialien nach p oder nach q 
u. 8. w. verstanden würde. Denn in Hinsicht solcher partieller 
Differenziruugen sind hier allerdings Maxima oder Minima vor~ 
banden. 
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Lagrange behandelt diese Schwierigkeiten öfter, sowohl bei 
der Lehre der Berührung der Curven, ab «uch bei den Keniw 
zeichen der Unterscheidung allgemeiner und singnlärer Integrale, 
nnd schliesst in der Functionen- Theorie II, 60, unmittelbar vor 
Beginn der Variations-Bechnung die aufgestellten Besultate mit 
folgender Bemerkung: 

^Allgemein, wenn man die Cunre sacht, in welcher eine 

du d V 

gegebene Function von x, ein Maximum oder Minimum 

sein soll, so kann man solches rücksichtlieh aller der Grössen 
y> * ' • • suchen, welches eben so viele verschiedene Auf- 

IdsungLii <;iebt, und man erhält, allgemein gesprochen, für jede 
gesuchte Curve eine Gleichung von der nemllchen Ordnung, die 
die gegebene Function hat. 

Wäre diese gegebene Function blos eine Function von den 

Elementen der Berührung a, b, e , so würde man, wenn 

man das Maximum oder Minimum nadi den lotsten Grössen 

y9^> ^ • • • • sucht, nothwendig die nemliche Gleichung fuiden, 

welche man erhielte, wenn man die gegebene Function einer 
Constante gleich setzte. Hiervon kann man sich leicht über- 
zeugen. Denn setzt man die erste Ableitung von / (o, b, c....), 

nach der höchsten der Ableitungen ^ .... genonunen, gleich 

Null, so erhält man die nemliche Gleichung, welche man findet, 
wenn man, allgemein, die erste Ableitung der Gleichung 

/ (ö , 6 , c , . . .) = Comt, 

dy 

nach X, if, ^ .... nimmt. Hieraus folgt , dass diese beiden 

Arten von Aufgaben, obgleich im Ghrunde sehr verschieden, 

dennoch einerlei Resultate haben, und folglich auf einerlei Weise 
aulgeiöst werden können." 

Lagrange entscheidet nicht, ob man rücksichtlich einer der 
Grössen yjP,g** difPerenziren, und die einzelnen Differensialien 
gldch Null setzen soll, er sagt bloss, dass man es könne; er 
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sagt nicht, ob z bei Problemen dieser Art notliwoiidig constant 
ist, er sagt bloss, man finde die nämliclu: Gleichung, die man 
erhalten würde, wenn man z einer Constante gleich setzte; er 
sagt nicht, dass Probleme dieser Art gerade Variations- Probleme 
sind, aber er setzt sie im Uebergang za ihnen, und in den epA- 
teren Yorlesimgen über die Functionen- Theorie ttbeigefat er ihr 
Verhältniss zur Variation mit Stiltechweigen. 

Da bei Aufgaben dieser Art weder Newton'b und Leibni/ena 
Herschergeist, noch Euler's und Lagrange's determinirendt i Ver- 
stand die festen Grundzüge gezeichnet haben, so sind die Methoden 
ihrer Behandlung, namentlich was die Herstellung des ew^ten 
'DiffSerenzials zur Unterscheidung des Maximums vom Hinimvm 
betriffb, noch zionlich im Ur-Zustande, und haben vn» jeder Ur- 
zustand Bequemes und Unbequemes durchdnander. 

Deutsche Mathematiker ^ die den Schritt, bei dem Lagrange 
zögerte, entschlossen thaten, haben das Verdienst, wenn es ein 
Verdienst ist, die Aufgaben dieser Art für , den Variations -Calcul 
gewonnen zu haben. Denn noch bleibt zu untersuchen, ob sie 
dabei wirkliche Variations-Probleme getroffen haben, oder nicht. 
Durch euie blosse Ueberschrift würden die Probleme das nicht 
werden, was sie nicht schon ihrer Natur nach sind, so wenig, 
als sie durch die Unterlassung einer Ueberschrift das verlieren 
köimten, was sie ihrer Natur nach sind, und ewig sein werden. 



§ 60. 

Ist allgemein z =i /\sCf y» Pf 9 gegeben, so wird 
d» = ^ ^* ^ ^® Bedingungs- Gleichung: 0 = 

9p dx' ^^^^^^ S ^ VjF" ' allgememe Variations- 

Gleiehung abgeleitet wird. 
dz 1 

Nim ist ^ = ^ (Ndff + Päp + Qäq . .) > daraus: 

dz = (^--4- ^) (Ndy+Pdp + Qdq + 
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Weil das Integral von dz gegeben ist, s a f(x, y, f,q. •), 
80 wird 3 + c = SiM + ^) i^<^!/ + ^f + Q<^ + -)' ' + " 
= (4 + l)/(A% + Pdj) + . .) -fAIidy +l'dp + ..)d(Jn+l). 

Nun ist /(My +P* + Qds + .. = / (j^ - ^ + 0- . .) 

— 5^ ") • • Zeichen des vorigen Abschnittes; 

f(Ndy 4- Pdp -h Qdg + . .) = /l^i/ + pK. 
Weil endlich /Ldj^ noth wendig gleich Null ist, so wird 

Zusatz. Wird L = ^— ^ + ^ *~ *• ^dö**^«^ ^»»^ 
oder auch gleich einer Gonstante, so muss statt L je eine der 
zwei üqnivalenten Formeln des § 88 substitmrt werden. Indem 

nun der eine oder andere Fall in den vorliegenden Problemen 
öfter eintritt, und auch anderes scheinbar Paradoxes vorkommt, 
dass z. B. die Gleichung einer Tangente hervorgeht, während 
man die Gleichung der Curve selbst erwartet, so mögen diese 
UmstSnde Veranlassung aur Lehre gegeben liaben, dass die 
Vadations- Methode von Ausdrücken , die bloss Differensialien 
p) q*» enthalten, ganz anders sein mfisse, als die Methode bei 
Integral-AusdrQcken, was doch in keiner Weise stattfinden kann, 
weil die Methode eine allgemeine , also überall eine und dieselbe 
ist, wenn sie wirklich ali Variations- Methode eintritt, d.h. wenn 
die vorliegenden Probleme gleich den Problemen II, und HL 
vollkommene Variations- Probleme sind. 

§ 61. 

AiJS»4-c = (^ + ^)l»Jr-/pKa(^ + l) folgt, dass 

der Ausdruck fpKd{^^ + 1^ integrirbar sein muss, well der 

andere Theil der Gleichung: s -4- c wirklich integrirt ist. Jener 
Ansdmck muss daher gleich Null sein, und diese findet statt, 

7 
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wenn entweder pK = 0, oder ( r,- + ^ ) = ^ Ist pK = 0, 



dann wird is-|-c = 0, d. b. der gegebene Ausdruck iBt iioth- 



iBt nun d[~-\-l\z=,0^f^ wird =r- + ^ = da 



hervorgellt. Da jede der aufeinandcrtulgenden Transversal-Curven 
mit der Variations-Curvc einen Punkt gcmeinscliai'tiich hat, weil 
ja dieser gemeinsame Puniit das absolute Maximum oder Minimum 
der Transversal - Curve bestimmt, so folgt c = 0. d. b. es 
erfolgt für die Transversal- Corve dieselbe Gleichung wie für 
die Variations - Curve. FHr Probleme dieser Art giebt es daher 
keine Transvei-sal-Curven , sonclm. wenn man sich so ausdrücken 
will, die Variations- Curve ist ihre eigene Transversal -Curve, 
die alle T*uiikte mit sieh gemeinschaftlich, und überdiess die 
Bedingung dos Maximums oder Minimums in sich selber hat« 
gerade wie die Ellipse, voti der am Eingange dieses Abschnittes 
gehandelt wurde, welche die Bedingung des bei ihr eintretenden 
Maximums in dem Uebergange ihrer Tangenten in die Secanten 
hat, so dass es für sie keine weitere Bedingungs - Gleichung 
giebt, t^A df} ^ dy. Ist aber c =r 0, und dij.zs dy, so wird 

+ ^ = ^1 mid es folgt- wieder, dass » constant ist, so dass 

alle Ausdrücke dieser Art, ^venn sie Eisron^' li;iften eines Maxi- 
mums oder Minimums haben sollen, nicht zufällig, sondern mit 
Nothwendigkeit constant sind, so zwar, dass wenn in Gleich- 
ungen dieser Art das Eine nicht stattfindet, auch das Andere 
nicht eintreten kann. 

Da sich nun die Variation im Allgemeinen auf veränder- 
liche z bezieht, so ist sehr die Frage, ob Ausdrücke von der 
Form : z — /(x, p, q . .) zur Variations- Reohnung gehören^ 
oder niehi. 



wendig constant ; ist ä 
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§ 62. 

Die Behandlung^ weise dieser Prohleme ist sehr einfach. Bei 
ihnen l<nr!nen die aus der Verbindung der beiden Gleichungen 

<H » rfy -f- ^ <i» und 0 — ^~ — hervorgehenden For- 
meln nicht in Anwendung kommen, da Tür con&tante z beide- 
Gleichungen identisch werden, also auch aus ihrer Combination 
nichts weiter geschlossen werden kann. 

Weil nun aber s constant ist, so muss das ganze Differen- 
tial, nach jeder der Veränderlichen genommen werden, so dass 
c/5 — Mdx -f- Xdy 4- Pdp 4- • • = Ö hervorgeht Heben sich 
mehrere diopor Glieder pcfrenseitig a«f, so zeigen die übrig- 
bleibenden an, nach welcher Eigenschaft (Tangente, Normale, 
Krümmungshalbmesser etc.) der Ausdruck z ein Maximum oder 
Mioimmn giebt. Denn heben sich s. B. Mdx -|-> Ndy gegenseitig 
auf und bleibt z. B. dis — Pdp 0, so erhält man genau das- 
selbe, als wenn man den Ausdruck « bloss nach p differensirte, 
und X und y unverindert Hesse. Und weil dieses Differenzial 
nothwendi<,' gleich Null ist (indem z constant ist), so muss tan 
Maximum oder Minimum erfolgen. 

Die Entscheidung, ob dio gefundene Function ein Maximum 
oder Mnimum giebt, erfolgt auä dem Zeichen des zweiten Dif- 
ferenzials. Natürlich darf aber hier bloss nach der- 
jenigen Veränderlichen differenzirt werden, deren 
Differenzial dasjenige Glied in ds herausstellt, aus 
dem die Eigenschaft des Maximums und Minimums ab- 
geleitet wird. 

So ist z. B. im obigen Euler'gchen Problem dz ~ ({a— 2x)y 
— 2{a — x)xp(lp) r— 0, nnti ( s wurde bloss nach p difi'erenzirt. 
In demselben Sinne aufs Neue differenzirt ist d^z — — 2(nr -— T)xdp*, 
ein Ausdruck, der für positive x, und weil x <^ a ist, negativ 
bleibt, also unbedingt Maxima liefert. 

Heben sich aber in dz einige oder mehrere der Glieder 
• Mdx, Ndijfy Pdp,, nicht auf, so wird eines derselben, oder 
mehrere, beliebig welche, gleich Null gesetzt, und aus ihnen- 
eine Relation gesucht, welche die fibrigen Glieder miteinander 
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zu Null macht. Das Glied, aus welchem diese Relation gesucht 
wird, ist für Mftyi m"'" und Minimiun entscheidend, auch muas 
im ssweiten Differenzial wieder nach derjenigen Veränderlichen, 
ans der es selbst abgeleitet wurde, differenzirt werden. Sind es 
mehrere OHeder, ans denen diese Relation gesucht wurd, so gilt 
für öie dab jNümliche, wie für ein Glied. 

Beispiel. Oegeben ist: 

(worin der Kürze halber w statt ^ gesetzt ist). 

Es wird Mdx = (4 {x —pw) — 2ß) dx; Ndy = 4 ( </ -|- w) d^, 
Päp = 2^{ß-2{x-^pu))){w + 4-4 (y -i-«?)^)*, «rfg = 

^2^iß- J?(ar— pw)p + 2(y4-fc))(^^^-)dg. Setzt man be- 
liebig eines dieser Ulieder gleich Null, z. B. das einfachste, 
Näy, d. h. wird nun bloss nach y differenzirt, so wird y-^w^O, 
oder yg-^l = 0. 

Daraus ist dne Relation zu suchen, welche die Snmme der 

übrigen Glieder Mda: l'dp Qdq gleich Null macht. 

Die Gleichung yq 1 z=z 0 integrirt giebt i py x 
+ c SS 0. 

Unter der Bedingung, dass die willkürliche Gonstante c 

gieicii — \ß »esetzt wird , geht diese Gleichung wegen y — — tc 
in den Ausdruck über: ß — 2 (.i — pto) — 0, welcher, da über- 
dieas (y -i-to) — 0 ist , Mdx Pdp Qdg zu Null macht. 

Die Variations- Gleichung py '\-x —\ß^0 integrirt^ giebt: 
y* + (a; {ß)* = r*, einen Kreis mit willkürlichem Radhis, 

dessen Mittelpunkt durch die Coordinaten y = 0 und (x — ^ß) z=0 
bezeichnet wird. 

Um zu entscheiden , ob ein Maximum oder Minimum eintritt^ 
wird Ndy noch einmal differenzirt, und bloss y als veränderlieh 
genommen j diess giebt d (4 (y to) dy) sz i^Sf*, so dass die 
Variation Minima giebt 
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ZosatB 1. Die gegebene Oleichung entspringt aus folgen- 
der Anhebe 

Man sol! eine Ciirve von der Eigenschaft finden, dass, 
wenn man auf dprer-lbon einen Tunkt 3/ beliebig niinnit, den zu- 
gehörigen KrümmuDgs - Mittelpunkt 0 bestimmt, und denselben 
mit zwei gegebenen Punkten A und B durch gerade Linien ver- 
bindet, die Summe der Quadrate dieser Verbindungs - Linien 
(AOy + (BOy grösser oder kleiner wird, als fQr jede andere 
Cuire. 

Die gefundene Auflösung giebt einen Kreis, der seinen Mittel- 
punkt in der Mitte der geraden Linie AB hat , so dass die Summe 
der geforderten Quadrate gleich wird : =z ^ß^, eine 

constante Grösse. Jede andere Curve, deren Mittelpunkt f2 nicht 
in O (in die Mitte der Linie AB) fällt, giebt Linien AQ, BQ, 
deren Quadrate eine grössere Smnme geben, als AG^ -h B0\ 
was schon geometrisch aus der Lehre des Dreiecks bekamit. 
und auch ohne Zeichnung deutlich ist. 

Zusatz 2. Unsere Auflösung, in weicher bloss y als ver- 
finderlich genommen wird , vergleicht Cur\^en , welche die Ordi- 
naten y-^d/y^ y — äy haben. Die verglichenen Curven müssen 
aber, wenn sie Kreise sind, verschiedene ülfittelpunkte haben, 
weil BLreise, deren Peripherieen durch versdiiedene Puqkte (0;^ y), 
(fc y (iy) ^ (-^ -f .y — f^p) gehen, ihre Mittelpunkte nicht gemein- 
schaftlich haben können, worauf es ankommt, damit für die ge- 
fundene Variations - Curve ein Maximuni oder Minimum eintrete. 
Dasselbe gilt allgemein von allen anderen verglichenen Curven. 

Zusatz d. Gans ähnliche Resultate erhält man , wenn 
Mdx = 0, oder Pdp st Of oder Qdg zs: 0 gesetsrt werden \ denn 
die Relation, welche die Summe der ttbrigbleil>enden Glieder 
üu Null macht, bleibt ^eselbe: ß — 2 (x — pir) = 0, wie sie 
aus Ndy = 0 gefunden wurde. Uebrigeiis AverdcD Gleichungen, 
die aus solchen Relationen abgeleitet sind, jederzeit nur sehr 
beschränkte Resultate liefern könne. 



1) Strauch II, AvSgalbn 86; SiegmAon p. öO. 
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Noch ist zu erörtern, ob Probleme dieser Art zu den Vaiiatioas- 
Ptoblemen gezäUt werden können. Man wird schwerlidi irren, 
wenn man dieas tlnit. Zwar wenn man es mit den Begriffen selff 
genau nimmt ^ so ist zwischen verSnderBeben und eonstanten Ans* 

drücken ein sehr grosser Unterschied. 

In den Variations - Problemen ist z veränderlich, und die 
Yariations-Curve ist der geometrische Ort aller absoluten Maxima 
oder Minima der Transversal -Curven; in gegenwartigen Pro- 
blemen aber ist die genugtbuende Ourve der geometrische Ort 
aller absoluten Maxima und Minima, die für bestimmte Eigen- 
schaften dieser Curve eintreten ; die Grösse z selbst aber, d. h. 
der gegebene Ausdruck, ist eonstant. Dadurch sind T"''ntersueh- 
ungen gegeben, die mit den Variationen parallel gehen, und nur 
den Ausgangspunkt verschieden haben, indem sie auf constante 
Ausdrücke statt auf veränderliche hesogen werden. 

Ein reicher Caleul, wie der Diff^renssial-Calcnl, hat natür- 

licli vielerlei Anwendungen. Doch da die Vermehrung von Titebi 
und Benennungen gerade ni( ]it zum Frommen einer Wissen- 
schaft gereiclit, so möchten die gegenwärtigen Probleme immer- 
hin den Variations -Problemen beizugesellen sein, weil mit 
ihnen eine sehr wesentliche Beziehung gemeinscliaftlich habeow 
Finden sich ja auch zwischen den Problemen II. und III. grosse 
Unterschiede, ohne dass die Probleme IL von den Variationen 
ausgeschieden und durch eigene Benennungen ausgezeichnet zu 
werden brauchten. 

Die eminente Stellung, welche die Probleme des dritten 
Abschnittes haben, bleibt ihnen unverkürzt, und die alten Au- 
toren hatten nicht Unrecht, wenn sie die Integral -Ansdrücke 
allein fttr wahre Variations -Probleme gelten Hessen. In Bezog 
auf die V^ichtigkeit ihrer Resultate bei Erforschnng der Natur- 
gesetze können die Probleme II. und IV. ohnelnn keinen Vergleich 
mit den Problemen III. aushalten. 

Die Probleme des III. Abschnittes bind der Mittelpunkt der 
Variationen; als Integralien umfassen sie die ganze Fülle der bei 
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Moißhen , Aufgabca mögllcheD Combmatiunen : veränderliche 9, 
Transversal - Curve und Grösstes und Kleinstes nicht bloss gegen 
die« sur Transversale gesogenen Curven, sondern absolut gegen 
alle Curven , die irgend einen Punkt oder eine beliebig gegebene 
Eigenschaft mit ihnen gemein haben. 

Die Probleme des II. und IV. Abschnittes hingegen ent- 
halten nur Ihiiclistiicke (iicv<or Fülle der Variationen; die Pro- 
bleme II. haben /war veränderliche r- und gr(')sstr und kleinste 
Werthe in Bezug auf die Transversal - Curven , nicht aber auch 
in Bezug auf Curven, die beliebige Punkte und Eigenschaften 
mit der Variations - Curve gemein haben ; die Probleme IV. 
kennen weder veränderliche z noch Transversal -Curven, wohl 
aber grösste und kleinste Werthe in Bezug auf Ki^enschaften, 
die mit der Variations -Curve selbst gegeben sind, woher es 
konuiit. dasjs auch mir Ciii\on in Vergleichung gezogen werden, 
flic diese Eigenschaft mit iiir gemein haben. So gilt z. B. die 
im Probleme § 58 bewiesene Eigenschaft für alle Curven, die 
in irgend einem Punkte die gleiche Tangente mit der Ellipse 
haben, aber bei ihnen nur singulär für den tangirendeu Punkt« 
wahrend sie bei der Ellipse als Variations -Curve allgemein für 
alle Punkte gilt. 

g 64. 

Die Eiilor'sclien Panidoxicen lassen sii h imii sehr gut erklären. 
Ausdrücke , in denen sich mehrere (TÜeder des ersten Ditieren- 
zials identis(!h aufheben (und solche Ausdrücke untertauchte Euler), 
müssen für die übrigbleibenden Glieder dieselbe Integral-Gleichung 
geben, die sie selbst haben* sei es, dass die übrigbleibenden 
Glieder iotegrirt, oder dass aus ihnen imd aus der gegebenen 
Gleichung der Werth />, oder 7. etc., eliminirt' wird. Enthält 
z ausser s und y bloss /< . wie es in den Euler'scheii Problemen 
der Fall ist . so erliält man n»cb Eliminirung von jj eine von 
Uiff'erenzialien freie (Gleichung, so dass in diesem i^'aile die 
Difierenzirung in Verbindung mit algebraischer Elimination die 
Integration vertreten kann. 

Etwas anders verhält es sich, wenn sich einzelne Glieder 
in d» Mdx -|- Ndy -j- fdp -f- . . ni cht identisch heben., sondern 
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ein Glied, gleich Nnll gesetst, die Gleichung gieht, welche anch 
die fihrigen Glieder bu Nnll macht 

Daraus können nicht unbedingt dieselben Integral - Gleich- 
ungen, wie aus dem Gesammt - Ausdrucke z, hervorgehen, aber 
sie sind doch so beschaffen, dass sie dem gegebenen Ausdrucke 
yoUkonunen genttgen, — Resultate, die wir nicht weiter verfolgen, 
da sie mehr den Integral -Calcul betreffen, und dem Zwedce 
der gegenwSrtigen Abhandlung zu ferne liegen. 

§ 65. 

Endlich wird es wohl keiner Erklärung bedürfen, warum 
Ausdrücke von der Form z = f {x, y, p . .) erst nach den 
Ausdrücken von der Form a =: / /(«, y, p dx behandelt worden 
sind. Es war nöthig, dass aus der Verbindung der baden 

Gleichungen : dz = ^ "i" * ^ — ~ ^ ^® 

scheidende Variations- Gleichung abgeleitet wurde, was bei Pro- 
blemen von der Form z t=z f(x, y, p, (j . .) nicht möglich ist, 
weil bei ihnen die nöthigen zwei Gleichungen in eine zusammen- 
fallen, indem ihre Grundlage z, statt veränderlich zu sein, con- 
stant ist 

Und doch ist die Analyse der Variations- Hauptglelchung 
nothwendig, damit in bestimmtester Klarhdt eingesehen wird, 
dass constante z und Maxima und Minima in den Problemen 

des vierten Abschnittes unzertrennlich verbunden sind. Diess ist 
auch der Grund, warum nicht nach der Variations-Hauptgleichung, 
sondern nach der für constante Grössen anwendbaren Methode 
verfahren werden muss, welche verlangt, dass nicht die Summe 
einzelner Glieder, sondern die Sunune aller Glieder von ds 
gleich Null gesetzt werde. 
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Sehluas, 



Mit den Yoniusgeheiidl^n Untennchangen sehliesst sieb die 
gegenwilrfiige Abhandlung, da sie bei dem ihr Torgeseteten Ziele 

angelangt ist. Für die (irundlegung ist das Gegebene hinreichend; 
die Theorie selber aber wird allerdinge das ganze grosse Gebiet 
zu umfaesen haben. Denn noch sind die Functionen von mehr 
als swei Ver&nderlicheB , mit oder ohne Neben -Gleichungen, 
dann im Besonderen diti tb eil weisen Maxima und Minima sn 
iiDt«i«ncben, welche «fie sogenannten isoperimetrischen Probleme» 
im strengsten Sinne des Wortes ansmaehen. 

Das Gegebene ist daher nur Fragment, aber doch der An- 
fang und die Grundlage dm Ganzen, und wer mit dem Gegen- 
stände vertraut ist, weiss, dass mit diesen Untersuchungen die 
Hauptsache entschieden ist. Finden sich noch Lücken, so sind 
sie %vohl so lebhaft empAmdm worden, als sie von Andern 
empfunden werden können ; sie waren aber durch die fest- 
geeetaten Orensen dieser Abhandlung geboten. 

§ 87. 

Ueberblicken wir die Resultate, so ist der Beweis gefOhrt, 

dass die Variations - Operationen durchaus nichts Anderes als 
Differenzial- Operationen sind, und die im Eingange aufgestellte 
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Erklärung über Wesen und Inhalt der Variationen ist in voll- 
ständiger Durchführung erhärtet worden. Auch sind Bezeich- 
nung und Erklärung der Variationen , die Lagrange mit S be- 
seichneti und die in Wahrheit DifTerenzialien sind, rectificirt 
worden. Ein solches Zeichen, z. B. dy, ist in Bezug auf die 
Flächen -Gleichung die willkürliche, von keiner andern Grosse 
abhängige, also constante Zunahme dy,* und erst durch Ifinsu- 
tritt der Bedingung» -Gleichung wird sie von x abhängig, weil 
durch die Beding imgs- Gleichung die Variations - Curve bestimmt 
wird, in der »/ als Fimction von x erscheint, so dass für ein 
beliel)ige8 d.r die Grösse (Ii/ das erste Glied der g^jinzen Zunalmie 
von ^, demnach bedingt, abhängig und veränderlich wird. 

Dadurch erledigt sich auch ein bekanntes Auskunftsmittel, 
das man gewöhnlich als theoretische Beruhigung vorausschickt, 
übrigens Im Oalcul selbst nicht ai^wendet Um nämlich begreif*- 
lieh KU machen, wie Curven in einem Punkte zusammentreffen 

können, giebt man ihnen einen gleichen Factor, z. B. (a — x), 
und setzt mau uun d>/ = // (o — x). so verschwindet dy für 
^ =ss a, und die erzeu|[te Nebencurve^wird. mit der Haujitpirve 
|«Banimentreffen müssen. Abstract igenomp^en ist diese ganz rich- 
%. und nimint.ßieh^sehr^f^t aus;, aber iip gegeben^ ^ 
dy nlchtfu Anderes ala- das .Differensial dy. und die Fäctoren 
dieses .D^erenzials sind schon längst durch die Variations-Ourve 
bestimmt, so dass man willkürliche Factoren (a — .r) weder ein- 
setKen noch wegnehmen kann. Uebcrdiess handelt es sich nicht 
darum, d,ag8 d. \\. dy gleich J^ull werd^, sondern dass die 

Gleichlillg: , 4- 7I ---.-«O-ein^^ ' • 

' • ' • » • • •§ 68l • ■ 

• « . * . •••*r > ■ - « • /• 

Auch die Frage über die Grena^erthe 4ler Varii^tionen hat 
ihre richtige Stelliing erhalten. Allerdings können bei den Varia-^ 
tionen singulare Werthe eintreten, wenn z. B. s für die Variations- 

Curve selbst ein absolutes Maxim un^ der Minimum wird, oder 
wenn die Curve Wendepunkte u. dgl. hat. So ist z. B. der Meri- 
4ia^ in JB^ug,j^uC.4i^..Pft?ftii§ikreiqfj,der ^ppflji^tf^he O^t^^r 
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Maxinia der auf dem Horizonte senkrecht stehenden Ordinaten, 
und unter diesen ist die durch den Zenith gehejide Ordinate ein 
absolutes Maximum, ein singulärer Werth. DiesB sind jedoch 
nicht mehr Variations-Problerhe, sondern gewöhnliche Differenaiajt- 
Probleme, und sind durch die Theorie der gewc^hnlichen Maxinia 
und Münma erledigt, so dase sie im Variatioos-CAlcul keine 
imdere Stelle haben, als dase sie in gegebenen iprpblemen nJß 
Anwendungen des Differemoal-Caleals einfach herilber genomoi^ 
werden. 

§ 69. ■ 

. . .. • y 

Im Verlaufe dieser XJntersnchnngen sind wir öfter auf Integra^ 
Ausdrücke gestossen, deren weitere Verfolgung .den Calcul selbst 
fSrdem kSnnte. Wir haben es, kls nnserm 22äele fremd und feme- 
liegend, übergangen. Doch sind Variation und Integration auFs 
Innigste verbunden, ja man kann sagen, dass der Integral- Calcul 
vorzugf?weise durch die ihm vom Variations - Calcul geliet erten 
Probleme gross und mündig geworden ist Von entschiedenster 

dP d*Q ■ ' 

Bedeutung ist die Hauptgleichung: N — . + T",/ — •• — 

die sugleich Bedingungs-Gleicbimg der Iniegrabiiitat gegebener 

dP d^Q 

Diö'erenzial-Gieichungen ist, in welchem Falle N — ^ -}- , . 

identisch gleich Null wird. Der Beweis dieser Gleichung, ihre Ver- 
folgung und Ausbeutung nach allen Seiten hin hat Niemanden mehr 
besdbSftigt, als den grossen Analysten Eqler,"dAi es* störte, einen 

80 wichtigen Lehrsatz des Integral -Calculs auf die schwankenden 
Variationen seiner Zeit gründen zu müssen. Und allerdings scheint 
eine solche Ordnung der Beweise höchst sonderbar. Integral- 
Calcul ist Theorie. Variation^- Calcul ist Anwendung und sollte 
sich also auf die Theorie stützen, während umgekehrt der theo^ 
retische Lehrsats mür .in der. Anwendung der Variation bewiesen 
werden konnte; diess war ffjlr Euler ein fort und fort störendes 
Moment Seme häufigen Erklärungen darüber sind unzweideutig. 

So schreibt er ( Institut, calc. integr. III, Appendix Cap. III, 96 
Scholion 1): j^Dcmomtnttw huju< thtorcnmtis omniiw cat simjularis. 
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prorsus est cUiena; vix vero alia via patet, ad demonstrationem 
perüngendi,^ Etwas spater^ § 104, setzt er hinzu ^theoremata haec 
(dies« smd mm Theile die aequivalenten Gleichungen § 38 unserer 
Abhandlimg) eo pulchnora fndeniwj quod eonm demonstratio yut- 
modi prmcipio innUUur, engw ratio Mnc pronus est aHena ; propterea 
qfwd in Ms writatSlnu miStim amplkts veitighm wxriaUomm apparei; 
ex quo nullum est dubium , quin demonstratio eiiam ex alio fönte 
magis naturali hauriri qmat.'^ 

Biese aatlfarlielie QueUe, nach der Etiler sachte, ist in den 
Yoransgehenden Unteranchungen aufgedeckt worden, es ist das 
iaus totaler und partieller DiiPereiizhrnng hervorgehende xwdte 

Differennal: dxdy 4- |p d^y. Den drei Gliedern 

dieses Ausdruckes entsprechen die drei äc^uivalenten Gleich- 
ungen §38. 

Wird ein solcher Ausdruck: dxdy -h |^ rfy* -f |^ d«y 

durch partielle Integration auf Adxdy oder Bdy'^ oder Cd*y 
gebracht, s. B. auf Adxdy (§36), so folgt durch totale Integra- 

tion: J' Adxdy = dy = j Ldxdy + Kdy. Daraus folgt aus 



dem Wesen der Integration, wie §36 bewiesen wurde, dass 

L^N — 5J""t"^~^"* gleich Null sein müsse, und zwar 

identisch gleich Kuli, wenn die gegebene Differenzial^Gleichmig 

für sich integrabel sein soll, so dass nicht erst eine Function äswi- 
Bchen X und y in sie substituirt werden muss. Denn wäre jene 
Gleichung nicht identisch gleich Null, so würde aus ihr eine 
Function zwischen x und y gefunden, deren Substitution dpn 
gegebenen Ausdruck erst integrabel machte, der daher kein für 
eidi integrabler Differential -Auadmck sein könnte» 

Dieses Haupt - Criterium der Integi abilitUt ji^e^^ebener . Dif- 
ferenziai- Gleichungen da = 0 ist ganz und gar dem anderen, 

aber schwächeren, Criterium der Ibtegrabifit&t = tz-^ 

" Vxoy aycx 

entsprechend, und wird auch ans deveelben Quelle geschdpft und 
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bewieBen. Ist nSmUch eine Differeniial- Gleichung von der Fem: 

gtdx -\- tpdy = 0 gegeben, so muss = |~ werden, wenn 

die Gleichuiig IQr sieh integvabel sein eolL IKeBS ist im Grunde 

nichts Anderes, als dass s-tt- — ; , d. h. dass es einerlei ist. 

ob man einen Aubdruck zuerst nach x und dann nach y, oder 
zuerst nach y und dann nach x differenzirt 

Also ist es die Eigenschaft eines Gliedes des zweiten par^ 
taellen Differensials, das ein Criteriom der IntegrabHitiU liefert, 
während die Beschaffenheit dreier Glieder des nSmlichen aweiten 

partiellen Differentials das andere wichtigere Criterium der Li- 

te^rabilität liefert. Aus der historischen Entwicklung des Integrai- 
Calculs kann nicht entnommen werden, warum der Beweis dieses 
wichtigen zweiten Criteriunis nicht aus der Quelle geschöpft wurde, 
die doch durch den Beweis des ersten Criteriums schon beii^annt 
und benätst war. 

Niemand hat sich, wie bemerkt worden, mit diesem Gegen- 
stande so anhakend beschäftigt, wie Euler, und es ist zu ver- 
wunclrrn, dass dieser grosse Analyst den Beweis nicht fand, 
den er suchte, dem er nahe war, und dessen sämmtliche Elemente 
bereits vorlagen. Anders war es mit Leibniz und Newton in 
ihrem Verhältniss zum Differai8ial-.Calcul. Ihnen war ein noth- 
wendiges Zwischenglied des Verstibidmsses, derTaylor*sche Lehr- 
sats, unbelcannt, der erst anige Jahre spSter entdeckt wurde; 
wSre ihnen dieser bekannt gewesen, ihr herlicher Genius würde 
augenblicklich die wahre Theorie des Differenzial-Calculs ergriffen 
und festgehalten haben« 

§ 70. 

BjBt dem Criterium der IntegrabilitSt: ~ 4- ^ SS 0 

ist sugieidi ein anderes wichtiges Moment gefünden. Es ist etwasy 
wenn man aus diesem Criterium weiss, dass eine Differennal- 
Gleichung int^;rirt werden könne; es ist aber mehr, wenn man 
augleich weiss, wie sie integrirt werden soll, und das Beste ist, 
wenn die Feimel selbst das Verfthren der Integimtion vor- 



Digitized by Google 



lio 



ilbt Diess geschieht aber in unserer Ableftang, dadnreli 
duss die «weite Hauptfornel mit der ersten verbanden wird. Wdl 

N — ^ + — *' gleich Null 1»%^ so bleibt iioeb: = Jr,d.h. 

9s 

Wird diese Gleichung integrirt, so folgt « ^ 0, während ^ 

keineswegs gleich Null ist. 

dP dPQ 

Die eiste Uanptfonnel «ber ; ^ — ^ 4- ^~ . * » wenn sie 

nicht sogleich idontisch Null wird, stellt dnii sogenajinten intopriren- 
den Factor heraus . durch dessen MuitipUcation die gegebene 
Gleichung integrirbar wird. 

Diese eind wichtige Lehrsätse dee Inlegnd-Calculs , die hier 

nicht weiter verfolgt werden können; wir begnügen uns, sie auf- 
gestelit und constatirt zu haben. 

§ 71. 

In der Einleitung ist darauf hingedeutet worden, dass die, 
Yanations- Rechnung das wahre. Organ der Xatnrforschung seL 
Sie ist es auch; aber sie rouss als Organ vollkommen, und in 

ihrer eigenen Entwicklung reich genug sein, dass sie dein Reich- 
thum und der Weite der Natur genügen kann. Im Fluge ist die 
Naturwahrheit nicht y.u erhaschen, man muss dafür eine breite 
Grundlage der Forschung haben. 

Wenn man nun bei wirktiehen Problemen Allee untersucht 

und untersuchen kann, Vaiiations- und Transversal-Curve , Pro- 
jection und Fläche, alle einfluötjrei< hm Moniente und die Com- 
binationen> die sie unter sich haben mögen , dann ist Hoö'nung 
TOrhanden, dass ee gelingt , in den stillen und verborgenen Haus- 
haH'der Natur tu diingeit Allem, was im Flnsse des Seins 
^Betstehend ist, Alleni, was Art, Function, Bestimmung 
und Snteleohie der Dinge ist, muss €ia Mezimnm der au 
ernelenden Wirkung, und ein Minimum der verwendeten Kraft 
m. Grunde liegen und aijLigc|>rägi sein, und diesö Gepräge muss 
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das eikeimbue Wesen der IKnge ausmselieii. Darum ist es der 
Mühe werilif diess zu erforscheii, und das Organ, das diese 
FoTschung möglich macht, zur immer grösseren Vollkommenheit 

auszubilden. 



Und nun, wenn noch etwas zu. erw&hnen ist, so Ist es die 
Metbode, die bei der Auffindung der vorausgehenden Resultate 
eingehalten worden ist Es ist die kriüsch nntersuehende, dia- 

lectische Methode. Auch wir kennen das Wohlthnende einer 
nielir objectiv synthetischen Methode; aber diese kann erst nach 
gewonnenen Principien eintreten, und nicht schon bei dem Kampfe 
um diese Frincipien selber, nicht bei der Grundlegung der Theorie. 

^. Wvt fragen ganz offen, ^ o}>^e8 deqp auf ^dere^^ möglich; 
gewesen wäre, die so lang andauernden Wirmisse xu vernichten, 
und die so ' tief verborgene Erkenntniss des Wesens und der 

Beiiandhiiigsweitje der Variationen in bestimmtester Klarheit an'a 
Licht zu fördern, als gerade durch die tief einschneidende Kritik 
und Dialectik der Methode, die im Kampfe um Wahrheit und 
ErkenntuiäS ihre ßeeUtfertigimg findet. • ' 



Pag. 64 lin. 8 u. folg. steht: dritte Dimension und während es vierte 



Dimension und/ heissen «olii wie pag. 06 verbessert worden ist. Uebrigens ist 
dieM ebne ElnllvM «nf dea Gaiif der üateieuehnng. 



§ 72. 



Jsf TIHIIin. 



8 




Digitized by Google 



I ü U u 1 t 



Seit« 

1. Ueber Wasen and Inhalt dea Vahationa-Caicul« • • 1 

n« TMiatfon 4ar Anadrtlcke: s jr), la dan^ wäm Mtanndallaa 

noeh iht^giriW» dar Yatfadartehap »i f andialüB M 18 

tlL Variation der Integnü>Aoadrftcke Ton der Pom: « s/Fifr, vorin F 

ab Function Ton (r, jr, f . .) gegeben iat 44 

IT« Taiiaüen der Auadrfieka voa dar Fami: z ^ /(x, jr, j>i 9 ••)! in denen 

nebat daa Vacindaiflehi j> mwli ifcia DiffilwibiliM ^IhahaB aiad tt 

flJilMibwaiHi^w « AM 



Digitized by Google 





1 1 








II 




1 


in 




! 3 


2044 044 


836 468 ' 



This book should be returned to 
the Library on or before the last date 
stamped below. 

A fine is incurred by retaining it 
beyond the specified time. 
Please return promptly. 



Digitized by Google 



